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Introduction

Ce cours s’adresse aux étudiants de premiére et deuxiéme année de Licence Mathematiques. On y étudie
les espaces vectoriels de dimension 1 et 2, c’est-a-dire les droites vectorielles et les plans vectoriels. On
introduit les produits scalaires et on étudie la géométrie vectorielle qui s’en déduit, appelée aussi géométrie
euclidienne. On s’intéresse également aux applications linéaires et les endomorphismes qui sont en relation
avec ce produit scalaire. Pour terminer ce cours, on commencera & regarder comment réduire, c’est-a-dire
exprimer dans une forme simple, les endomorphismes d’un espace vectoriel réel ou complexe.

Le programme officiel de ce cours, tel qu’il figure sur les plaquettes de la Licence de Mathématiques de
I’'UHA est le suivant :

1. Espaces euclidiens : Produit scalaire, norme associée, orthogonalité, angle (cosinus), orthogonal d’un
sous-espace vectoriel, base orthonormée, Gramm-Schmitt. Dans R?, déterminant dans une base orthonor-
mée, interprétation géométrique (sinus, aire). Dans R?, produit vectoriel, produit mixte et déterminant
dans une base orthonormée, interprétations géométriques (sinus, aires, volumes).

2. Projections orthogonales sur un sous-espace vectoriel, Isométries et matrices orthogonales, classification
des isométries vectorielles de R?, R3.

3. Valeurs propres, vecteurs propres, sous-espaces propres, polynéme caractéristique. Diagonalisation d'un
endomorphisme.



ii

INTRODUCTION



Table des matiéres

Introduction

1 Rappels sur les espaces vectoriels et applications linéaires

1.1 Les espaces vectoriels . . . . . . . . . . L
1.1.1 Définition d’un espace vectoriel sur K . . . . . . . .. ... ... ... ... .....
1.1.2 Exemples d’espaces vectoriels . . . . . . . . . .o

1.2 Sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel donné . . . . . .. ... oL

1.3 Dépendance et indépendance linéaires . . . . . . . . . . . ... ... o
1.3.1 Vecteurs linéairement dépendants, vecteurs libres . . . . . . .. .. .. ... ... ..
1.3.2 Espaces vectoriels de dimension finie. . . . . . . . . .. ... ... L.
1.3.3 Somme directes de sous-espaces vectoriels et bases . . . . . ... ... ... ... ..
1.3.4 Calcul analytique . . . . . . . . . L
1.3.5 Le théoréme de la base incompléte . . . . . . . . . ... .. ... ... . ...,

1.4 Applications linéaires . . . . . . . . . . L
1.4.1 Deéfinition . . . . . . ..
1.4.2 Noyau et Image d’une application linéaire . . . . . . . . . . ... ... .. .. ....
1.4.3 Cas de la dimension finie : le théoréme Noyau-Image . . . . . . .. ... .. .. ...
1.4.4 Applications. . . . . . . . ..

1.5 Calcul analytique. Matrices d'une application linéaire . . . . . . . . . . .. .. ... ... ..

1.6 Exercices . . . . . .

L’espace vectoriel R” : la géométrie vectorielle

2.1 L’espace vectoriel réel R™ . . . . . . . . . e
2.1.1 La base canonique de R™ . . . . . . . ..
2.1.2 Les applications linéaires f: R™ —RP . . . . . . .. . ... ... .. ...
2.1.3 Les sous-espaces vectoriels de R™ . . . . . . . ... Lo

2.2 Projection sur un SOUS-€SPACE . . . . . . . . .t e e e e
2.2.1 Projection le long d’un complémentaire . . . . .. . .. ... ... ... .. ... ..
2.2.2  Exemple : Projection d'un vecteur dur un plan . . . . . .. . ... ... L.

2.2.3 L’application linéaire projection . . . . . . . . . . ... Lo

© © N NN O e W w W

e e e e e e e
[ I S N N T i )



3

TABLE DES MATIERES

L’espace vectoriel euclidien R" 27
3.1 Le produit scalaire euclidien dans R™ . . . . . . . . . . .. .. ... 27
3.1.1 Définition . . . . . . . .. 27
3.1.2 Bases orthonormées . . . . . . . . . .. 29
3.1.3 Deuxiéme définition du produit scalaire euclidien de R™ . . . . . . ... .. .. ... 29
3.2 Les isométries de l'espace euclidien R™ . . . . . . . . . ... oL 30
3.2.1 Définition . . . . . . .. e 30
3.2.2 Propriétés géométriques des isométries . . . . . . . ..o 31
3.3 Bases orthonormales. Le procédé de Gram-Schmidt . . . . . . .. .. ... ... ... ... 31
3.3.1 Bases orthonornales . . . . . . . . .. . L 31
3.3.2 Un procédé d’orthogonalisation . . . . . . . . . . . ... ... ... .. ... ..... 32
3.4 Projections orthogonales . . . . . . . . . . .. 33
3.4.1 Complément orthogonal . . . . . . . . .. ... 33
3.4.2 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de R™ . . . .. . ... ... ... 34
3.5 Symétrie orthogonale . . . . . . . . L 35
3.5.1 Hyperplan . . . . . . . 35
3.5.2 Symétrie orthogonale par rapport & un hyperplan vectoriel . . . . . . . .. ... ... 35
3.5.3 Matrices d’une symétrie orthogonale . . . . . . . . ... ... oL 36
3.6  Matrice d’une isométrie relative & une base orthonormée . . . . . . ... .. ... ... ... 37
3.6.1 Un retour sur la définition d’une isométrie . . . . . . . . . .. ... oL 37
3.6.2 Matrice d'une isométrie relative & une base orthonormée . . . . . . . .. .. ... .. 37
Les espaces euclidiens R? et R3 39
4.1 Leplan euclidien . . . . . . . .. . e 39
4.1.1 Interprétation géométrique du déterminant . . . . . . . . ... ... ... 39
4.1.2 Projection orthogonale . . . . . . . . . ... 40
4.1.3 Isométries vectorielles de R? . . . . . . . . ... ... 41
4.2 La géométrie euclidienne de R . . . . . . . ... 42
4.2.1 Vecteur directeur d’un plan, produit vectoriel dans R® . . . . . . ... ... ... .. 42
4.2.2 Le déterminant et le produit vectoriel . . . . . .. ..o 44
4.2.3 Le produit mixte dans R® . . . . . . ... 46

4.3

Les isométries vectorielles de R? . . . . . . . . . .. 47



Chapitre 1

Rappels sur les espaces vectoriels et
applications linéaires

1.1 Les espaces vectoriels

La notion d’espace vectoriel réel ou complexe a été vue en premiére année. Nous faisons dans ce chapitre
un bref rappel des notions essentielles et indispensables pour la suite de ce cours. Nous noterons par R le
corps des nombres réels et par C celui des nombres complexes. Lorsque nous ne voudrons pas distinguer
ces deux ensembles, nous utiliserons le symbole K, ainsi K désignera I'un des deux corps R ou C.

1.1.1 Deéfinition d’un espace vectoriel sur K

Soit EF un ensemble dont les éléments, gui _s_}eront appelés "vecteurs", seront notés par une majuscule
fléchée, comme X, Y ou méme indexée, X1, Xo. Les éléments de K, appelés "scalaires" seront notés par
une minuscule latine ou grecque, x,y,« qui peuvent étre indexées x1,r2,a3.

Définition 1 On dit qu’un ensemble non vide E est un espace vectoriel sur K, ou un K-espace vectoriel,
s’il posséde les propriétés suivantes

1. Il est muni d’une premiére opération interne, appelée addition, qui associe 4 deuxr éléments quel-

conques X,Y de E un troisiéme élément noté X + Y , cette opération possédant les propriétés sui-
vantes :

(a) Elle est associative V},?, Z e E, (? + 7) v Z=X+ (? + 7),

(b) Elle est commutative : V?,? € E, X + Y-V + Y,

(¢) 1l existe un élément neutre ﬁ € E, appelé vecteur nul : V? ek, } + ﬁ = ﬁ + } = 7,
(d) Tout élément ? de E posséde un symétrique (j) € E par rapport a ﬁ :

VX €K, 3(X)eE, X+ (-X)=0.
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2. Il est muni d’une deuziéme opération externe, appelée la multiplication par un scalaire ou multipli-

cation externe, qui  un élément X de E et un scalaire o de K fait correspondre un vecteur noté o
de E, cette opération vérifiant les propriétés suivantes

(a) Yo, €K, VX € E, a(8X) = (af)X,

(h) Va,B €K, VX € E, (a+ )X = aX + X,
(c) Va€eK, V?,?eE, a(?%—?):a?—l—a?,
() vX € E, 1X = X.

Notez que nous ne parlons pas (encore) de multiplication de vecteurs. Ceci viendra plus tard. Comme
conséquences directes de cette définition, on montre les propriétés suivantes :

1.
2.
3.
4.

V)_()GE, 07:5,}.

Vo € K, aﬁ:ﬁ,

— . . —
a?z 0 metseulement&azOou?z 0.

VX € B,-X = -1X = X,

Toutes les propriétés présentées dans la définition ci-dessus permettent de simplifier des expressions
linéaires entre vecteurs de E. Par exemple

32X —4Y)+5X + Y =6X — 12V +5X + ¥ = 11X —11Y = 11(X - Y).

1.1.2 Exemples d’espaces vectoriels

Les exemples ci-dessous ne sont pas démontrés. On se reportera au cours de premiére année et il est
suggéré de refaire toutes les démonstrations.

1.
2.

D.

R est un espace vectoriel sur R. De méme C est un espace vectoriel sur C.

C est un espace vectoriel sur R. En effet si « € R et  + iy € C, alors a(x + iy) = azx + iay et la
multiplication externe est bien définie. Notons la remarque fondamentale suivante : les deux espaces
vectoriels, C espace vectoriel sur C et C espace vectoriel sur R, bien qu’ayant le méme ensemble
sous-jacent a savoir ’ensemble C sont totalement différents en tant qu’espaces vectoriels. On notera
également que R n’est pas un espace vectoriel sur C car la multiplication externe n’est pas définie. En
effet sia e Cet X € R, alors o = a + b et ? =z et aX = (a+ib)x = ax + ibx et ceci n’appartient
pas toujours a R. Par exemple o =7 et ? =2, alors aX =2i ¢ R,

. R est un espace vectoriel sur Q, le corps des nombres rationnels. Cet espace vectoriel est assez délicat

a étudier. Il est & la base de la théorie des nombres, de la théorie de Galois. Il est totalement différent,
comme espace vectoriel de I'espace vectoriel R sur le corps R.

Soit n un entier positif non nul et R™" = {(z1,--- ,2y), z; € R, i =1,--- ,n} 'ensemble des n-uples
de nombres réels. Alors R™ est un R-espace vectoriel pour les deux opérations suivantes :

(@) (z1, @) + (Y1, yn) = (@1 + Y1, Tn + Yn),

(b) a(z1, - ,zp) = (ax1,- -+ ,amy), a € R.

On vérifie sans peine que toutes les propriétés de la définition sont vérifiées.

L’ensemble des fonctions f : R — R d’une variable réelle & valeurs dans R est un espace vectoriel sur
R. L’addition est définie par

(fr+ fo)(z) = fi(z) + fo(x),
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et la multiplication par un scalaire par

(af)(z) = a(f(z)).

L’ensemble des fonctions continues d’une variable réelle & valeurs dans R est aussi un R-espace vec-
toriel. De méme pour I'ensemble des fonctions dérivables.

1.2 Sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel donné

Définition 2 Soit E un espace vectoriel sur K et soit F' une partie non vide de E.

On dit que F' est un sous-espace vectoriel de E si
1. La somme ? + 7 de deux vecteurs de F' est encore dans F,
2. Le produit oz? de a € K et d’un vecteur Y € F est encore dans F.

Ces deux conditions peuvent se résumer en une seule : F' est un sous-espace vectoriel de E si pour tous

a,feKet Y,?GF, alors
a}—l—ﬁ?EF.

On vérifie sans peine que si F' est un sous-espace vectoriel de F, alors F' est aussi un K-espace vectoriel.
Cette remarque est trés utile pour montrer que ensemble donné est muni d’une structure d’espace vectoriel,
il suffit de voir qu’il est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu.

La propriété suivante concernant des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel donné sera trés utile
dans I’étude géométrique des sous-espaces vectoriels de R™.

Proposition 1 Soient Iy et Fy deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E sur K. Alors l'inter-
section Fy N Fy est encore un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Elle est laissée en exercice. Mais il est utile de la faire.

Remarque. Il n’en est rien concernant la réunion de sous-espaces. En général si F; et F, sont deux sous-
espaces vectoriels d'un espace vectoriel E sur K, alors la réunion F; U F» n’est pas un sous-espace vectoriel
de E. Prenons par exemple F = R? et considérons

Fr={(z,y) ER*x+y =0}, F» ={(z,y) ER*, z —y =0}

Soient X = (1,—1) et Y = (2,2). Ces deux vecteurs de R? sont bien dans la réunion Fy U F; car X S
et 7 € Fy. Mais

X4+Y =(1,-1)+(2,2) = (3,1)

et ce vecteur n’est ni dans £ ni dans F5 et donc n’appartient pas & F; U Fy. Cette réunion n’est donc pas
un sous-espace vectoriel de R2.

Comme la réunion de deux sous-espaces vectoriels de F n’est pas en général un sous-espace vectoriel de
E, nous pouvons nous intéresser au plus petit sous-espace vectoriel de E qui contient cette réunion et qui
peut étre E lui méme. Nous sommes alors conduit & la définition suivante
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Proposition 2 Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Alors ’ensemble noté Fy + Fy et défini
ainsit

- = — —
F1+F2:{X1+X2, X1 € Fi, X, GFQ}

est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant le sous-ensemble
FiUF,.

Démonstration. Montrons que F; + F5 est un sous-espace vectoriel de E. L’ensemble F} + F5 est un sous-

- = =
ensemble de F qui est non vide puisque 0 + 0 = 0 est un élément de F; + F5. Soient Y, Z € Fy +
Fg, a1,a9 € K. Montrons que « —L)ag € F1 + F5. Par définition de F; + Fy il existe_>des_v>ecteurs
X1 eI, Xo € Fstels que Y = X5 + Xo. De méme, il existe Uy € F1,Us € Iy tels que Z = Uy + Us. Ainsi

G G —
Oé17 + Oé27 = 041()£1> + Xz)_j— Oéz(Uli-> Us) .
= (Ole + OéQUl) + (a2X2 + OéQUQ).

Comme Fj est un sous-espace vectoriel de E, alors oqu—l> + a2l71> € I1. De méme ()Q)_(_Q> + 052?2 € Fy. Ainsi
1Y + as Z se présente comme la somme d’un vecteur de F} et d’'un vecteur de Fs. Ainsi F} + F5 est un
sous-espace vectoriel de E. Comme il contient F; et Fy, il contient le sous-ensemble F; U F5. Manifestement,
c’est le plus petit contenant cet ensemble puisque un espace vectoriel est stable par somme donc doit
contenir les éléments Y + Z avec Y, 7 € F1 U F; donc en particulier contenir les éléments du type 7 +
avec ? € F1,7 e Fy.

Remarque : sous-espaces supplémentaires. Supposons de plus que les sous-espaces vectoriels F} et Fy

vérifient .
FiFNnFy= { 0 }

Rappelons que tous les sous-espaces vectoriels de F contiennent le vecteur nul de E' et donc leur intersection
n’est jamais vide. Tout vecteur de F} + Fy s’écrit comme la somme d’un vecteur de F; et d’un vecteur de
F5. Mais cette décomposition n’est pas en général unique (quand on n’a pas d’hypothése sur I'intersection
F1 N F5). Toutefois, on montre aisément qu’avec ’hypothése F1 N Fy = { 0 }, tout vecteur de F} @ Fy s’écrit
de maniére unique comme la somme d’un vecteur de I} et d'un vecteur de Fy. On dit alors que 7 @ Fy
est la somme directe des sous-espaces F; et F5. Si de plus nous avons

FieF,=F
nous dirons dans ce cas que les sous-espaces vectoriels de E sont supplémentaires.

Remarque : somme directe de plusieurs sous-espaces vectoriels. Nous pouvons également définir
la somme directe de plusieurs sous-espaces vectoriels de E : soient Fy, Fy,--- , I}, p sous-espaces vectoriels

de E. Si tout vecteur } de la somme Fy + F5 + - - - + [}, s’écrit de maniére unique
X=X +X++X,
avec z € F;, pour i =1,--- ,p, alors nous écrirons cette somme
FLOFRo- oL,

%
Si pour p = 2, la somme F} + F» est directe si et seulement si Fy N Fy = {0 }, pour p > 2, cette propriété
s’énonce ainsi Iy +Fy + -+ F, = F1 ®Fo @ --- @ F}, si et seulement si pour tout 4 =1,--- ,pon a

%
EN(Bi+F+ +F g +F i+ +EF)={0}

Et ceci n’est pas équivalent a dire que les intersections deux a deux de ces sous-espaces sont réduites a {0}.
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1.3 Dépendance et indépendance linéaires

- = —
Soit K/ un espace vectoriel sur K et soit X7, X2, -+, X, un systéme de p vecteurs de E. On appelle
combinaison linéaire de ces p vecteurs tout somme de la forme

— — —
a1 X1+ ag X9+ --- Ochp

avec o, o, -+ ,qp € K. Une telle somme est bien un vecteur de E.

1.3.1 Vecteurs linéairement dépendants, vecteurs libres

Définition 3 Les vecteurs 5(—1> ,)_(_;, e ,)_(Z de E sont dits linéairement dépendants s’il existe des scalaires
a1, a2, ,0p non tous nuls tels que
041)71>+a2)72>+---04p)7;:6>.
On dira également que la famille de vecteurs {5(_1) , )—(_; Lo ,)—(;} est liée.
Définition 4 Les vecteurs )71), )72), ‘e ,)?p de E sont dits linéairement indépendants si

= = = =
a1X1+a2X2+---apX =0

implique
ar =0, =0,---,ap =0.

= = =
On dira également que la famille de vecteurs {X1, Xo, -, Xp} est libre. Il est clair qu'une famille qui n’est
pas liée est libre et qu’une famille qui n’est pas libre est liée. Des définitions ci-dessus on déduit directement
les remarques suivantes :

1. Aucun vecteur d’une famille libre ne peut étre nul.

2. Toute sous-famille d’une famille de vecteurs indépendants est aussi libre :

= — = = = =
Proposition 3 Soient X1, Xo, -, X, des vecteurs de E. Si la famille {X1, X2, ,X,} est libre
— —
alors toute sous-famille {X;,, X;,,- -+, X;, } avec {i1,42,--- ,ig} C {1,2,---,p} est aussi libre.
3. Toute famille de vecteurs contenant une sous-famille de vecteurs dépendants est aussi liée :
= = = = = =
Proposition 4 Soient X1, Xs,--- , X, des vecteurs de E. Si la famille { X1, Xo,--- , X, } est liée alors
. - = - Lo
toute famille {X1, Xo,- -+, Xp, Xpi1,- -+, Xpyr} est aussi liée.

1.3.2 Espaces vectoriels de dimension finie.

Soit F un espace vectoriel sur K. Si quel que soit I'entier positif n, on peut trouver une famille libre
de n vecteurs de E, nous dirons que E est de dimension infinie. Des exemples sont proposés dans la
fiche d’exercice. Ces espaces vectoriels seront étudiés en troisiéme année de Licence. Ils jouent des roles
fondamentaux en analyse fonctionnelle. Nous nous intéressons ici au cas des espaces de dimension finie,
c’est-a-dire ceux qui ne sont pas de dimension infinie. Ceci équivaut & la définition suivante :

Définition 5 Un espace vectoriel E sur K est dit de dimension finie s’il existe un entier positif k tel que
toute famille de k vecteurs de E soit lice.
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Soit donc n l'ordre maximum d’un systéme libre de vecteurs de E. Il existe donc au moins une famille
{X1, X9, -+, X, } de vecteurs linéairement indépendants et toute famille de n + 1 de vecteurs ou plus est
nécessairement liée. Ce nombre n est applelé la dimension de F et nous noterons

n = dim FE.

L’un des problémes essentiels que nous rencontrerons est celui d’évaluer cette dimension aprés avoir vérifié
que l'espace vectoriel était bien de dimension finie.

Définition 6 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors toute famille libre de n vecteurs est
appelée une base de E.

Il est d’usage d’écrire les vecteurs d’une famille libre qui est une base ainsi :{e_f, €5, ,e_7>L}.
Théoréme 1 Ftant donnée une base quelconque {e_f, ‘e ,e_n>} de l’espace vectoriel E de dimension n, tout

vecteur ? de E s’exprime de maniére unique
— — =
Yzalel + ages + -+ apey
comme une combinaison linéaire des vecteurs de cette base.

Démonstration. Considérons les n + 1 vecteurs ?, e_f, e ,al). D’apreés la définition de n, ces vecteurs sont
linéairement dépendants. Il existe donc des scalaires non tous nuls, a, a1, - - - , ay, tels que

%
a?—i—ale_f—l—---—i—ane_n): 0.

Le coefficient o de ? ne peut étre nul sinon nous aurions une combinaison linéaire ale_f + -+ ane_n> = 6>
entre les vecteurs de la base choisie, ce qui est contraire & la définition d’une base. En divisant par «, on
déduit

X = BiE + Baed + - + Buin

avec 3; = —«; /. Ainsi Y s’écrit bien comme une combinaison linéaire des vecteurs de base. Montrons que
cette écriture est unique. Soit donc

X = Bat + B+t e
une autre écriture de 7 En soustrayant ces deux expressions, nous obtenons
_>
0 = (81— B)el + (B2 — By)es + -+ (Bu — Bn)es.

Comme les vecteurs de la base sont linéairement indépendants, tous les coefficients de cette combinaison
linéaire nulle sont tous nuls, ce qui donne

Br=pB1,B2=0y="-=Ppn=0,
est les deux écritures sont les mémes.

Dire que tout vecteur de F s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs de base peut également
s’interpréter en disant qu’'une base est une famille génératrice de E. Plus généralement

Définition 7 Soit {Yl, e ,Yp} une famille de vecteurs de E. On dit que cette famille est génératrice
si tout vecteur de E s’écrit (pas nécessairement de maniére unique) comme une combinaison linéaire des
vecteurs de cette famille.
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Il est clair que toute famille qui contient une famille génératrice est elle méme génératrice.
Proposition 5 Une base est donc une famille génératrice minimale.

Démonstration. La démonstration est laissée en exercice.

Nous en déduisons que pour montrer qu'une famille de vecteurs de E forme une base de cet espace, nous
devons montrer

1. que cette famille est libre maximale,
2. ou bien que cette famille est génératrice minimale,

3. ou bien que tout vecteur s’écrit de maniére unique comme une combinaison linéaire des vecteurs de
cette famille,

4. ou bien que cette famille est libre et génératrice.

On remarquera qu’il existe dans tout espace vectoriel une infinité de base.

1.3.3 Somme directes de sous-espaces vectoriels et bases

Nous pouvons caractériser le fait que la somme Fy + F + --- + F}, de sous-espace vectoriel de E soit

directe, et cette caractérisationsera fort utile pour démontrer qu'une somme est directe :
—

Si {)ﬁl,Xl,-~- , X'} est une base de Fl,{)@,)é, -+, X5%} est une base de Fg,etc,{)ﬁp,)?p, c XY est
une base de Fj, alors Fy +Fy +---+ F, = F1 © F> @ --- @ F}, si et seulement si

{)ﬁl,)?h... ’Xilv)@,)é’... X2, )? )?p’... ,X}’gp}

Ty

est une base de F1 + Fo + - - + F},.

1.3.4 Calcul analytique

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Donnons nous une base B = {ef,--- ,&.} de E. Soit X
un vecteur de FE. Il s’écrit de maniére unique

X = 218 + 298} + - + 2aBr,

Les scalaires x1,x2, - ,x, s’appellent les composantes du vecteur )_(> relatives & la base B.

Considérons une autre base B/ = {&%,---, €’} de E. Le méme vecteur X se décompose de maniére
unique dans cette nouvelle base :

Y ' e e
=x1€1 T T3€y + T TE,
Quelles sont les relations entre les composantes (1,2, - ,2,) du vecteur } relatives & la base B et les
composantes (z],zh, -+, x.) de ce vecteur X relatives a la base B’ ? Pour cela considérons les composantes

/

des vecteurs e; de la nouvelle base :

n
_)

; — = — =
e, =ai;el +agies + -+ anien = E a;i€;.

j=1
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En remplagant les vecteurs €] dans I'expression de ? relative a cette base, on obtient

o n = / n = / n =

X =@ a1 €5+ ahY i€t a Yl i €
n / - n / = n / =
= (k=1 T k) el + Qo Thazk)ez + -+ (= Tank)en.

Or Y = m1?>1 + mg?g + -+ mn?n et cette écriture est unique. On en déduit :
n
T1 =Y 1 Tpl1k

n /
T2 = Zk:1 Tpa2 k

. n /
Tn = g1 Tplnk
Pour les habitués du calcul matriciel, nous pouvons synthétiser ces derniéres relations en considérant la
matrice P de changement de base :

a1 ar2 v Qg

a a DY a
p_ |2 a2 2

an,1 QGn2 -~ AQnn

Cette matrice est inversible, son déterminant est non nul, car c¢’est une matrice de changement de base.
Nous obtenons la relation matricielle

x1 x)
/
Tn, x,

Si nous notons par X la matrice colonne dont les éléments sont les composantes du vecteur Y et de méme
pour X', alors la relation ci-dessus s’écrit simplement

X = PX'

1.3.5 Le théoréme de la base incompléte

Nous rappelons dans ce paragraphe un théoréme fort pratique pour faire du calcul analytique dans un
sous-espace vectoriel. Soit £ un K-espace vectoriel. Soit F = {e_f, e ,e_p>} une famille de vecteurs de E
linéairement indépendants. Si n = dim F, alors p < n car n correspond au nombre maximum de vecteurs
linéairement indépendants dans F. Si p = n, alors F est une base de E et nous avons plus rien a faire.
Supposons p < n. Il existe nécessairement un vecteur Y non nul tel que la famille {e_f, ‘e ,e_;, } soit libre,
sinon F serait une famille maximale de vecteurs indépendants ce qui contredirait 'hypothése p < n. Ecrivons

= %) et considérons la famille F; = {e_f, e ,e_p>, %}}. En répétant a F; le méme raisonnement, on
ne sera arrété qu’aprés avoir adjoint a la famille F des vecteurs au nombre de n — p. Nous avons ainsi
démontré :

Théoréme 2 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et F = {e_f, e ,e_p>}, avec p < n, une famille
de vecteurs de E linéairement indépendants. Il existe alors des vecteurs m, ey tels que la famille
{e_l),--- ,e_,,>,ep_ﬂ>,--' ,a} soit une base de E.

Une conséquence intéressante est la suivante : soit F' un sous-espace vectoriel de F de dimension p. Soit
donnée une base Bp = {e—f, - ,e—;} de ce sous-espace. Nous pouvons toujours compléter cette base en une
base B = {?1, e ,e_p>, ep—Jr{ o ,e_n>} de E. Ceci s’avérera fort utile lorsque nous voudrons faire du calcul

analytique dans F en mettant en évidence le sous-espace F. Dans les chapitres suivants, nous verrons de
nombreuses applications.
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1.4 Applications linéaires

Nous allons revenir, dans ce paragraphe, sur les applications linéaires entre deux espaces vectoriels, c¢’est-
a-dire les applications qui transforme toute combinaison linéaire de vecteurs du premier espace en une
combinaison linéaire de vecteurs du deuxiéme espace.

1.4.1 Définition
Définition 8 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K et soit
f:E—>F

une application de E dans F'. Elle est appelée linéaire si elle vérifie
— — e — —
1. VX1, X € B, f(X1+X2) = f(X1)+ f(X2),
2. VaekK, faX)=af(X), VX cE.

Nous en déduisons immédiatement que si a1 X1+ Xo+- - -+, X, est une combinaison linéaire de vecteurs
de E, alors

— — — — — —
flon X1 +aoXo+ -+ apXp) = f(X1) + aaf(Xo) + - + ap f(X).

1.4.2 Noyau et Image d’une application linéaire
Soit f : ' — F une application linéaire de E dans F'. De la définition, nous déduisons
— =
f(0p) = 0F

ou Op désigne le vecteur nul de E et Op celui de F. Ainsi le sous-ensemble de E des vecteurs qui ont pour
image par f le vecteur nul contient au moins Og. On appelle Noyau de f ce sous-ensemble de E :

ker(f) = {X € B, f(X)=07}.

Proposition 6 Soit f : E — F une application linéaire de E dans F. Alors ker(f) est un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration. La démonstration est simple mais il est conseillé de la faire en tant qu’exercice.

Le noyau d’une application linéaire contient des informations sur cette application. Rappelons dans un
premier temps la notion d’injectivité. Une application f : A — B d’un ensemble A dans un ensemble B est
dite injective si deux éléments distincts x1 et xo de A ont pour image par f deux éléments distincts de B.
Ceci est aussi équivalent & dire

f A — B est injective si et seulement si pour tous xi,xo € A, Uéquation f(x1) = f(z2) implique
T = x2.

Pr(ﬁosition 7 L’application linéaire f : E — F' est injective si et seulement son noyau ker(f) est réduit
a{0g}.

Démonstration. Supposons que f soit injective. Nous devons déterminer son noyau. Soit ? € ker(f).

Il vérifie donc f(X) = Op. Mais comme f est linéaire, cette application vérifie aussi f(0g) = Op. Ainsi
e — o % _00 .

f(X) = f(0g). L’injectivité de f implique donc X = O et donc le noyau de f ne contient que le vecteur nul
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de E. Démontrons a présent la réciproque. Soit f : E — F une jg)plication linéaire vérifiant ker(f) = {Og}.
Considérons deux éléments X7 et X5 de E. Supposons que f(X;) = f(X32). La linéairité de f implique

FXT) = F(X5) = F(X] = Xs)

= = = .. = = , )

et donc f(X; — X3) = 0p. _élnm X1 — X5 est un vecteur du noyau de f qui par hypothése ne contient que
— .

le vecteur nul. D’ou X; — X9 = 0g ce qui donne

- =
X1 = Xo
et I'injectivité de f s’en déduit.

On appelle Image de I'application linéaire f : E — F' le sous-ensemble de F', noté Im(f) constitué de
tous les éléments images par f des éléments de E :

Im(f) = {£(X), VX € E}.

Proposition 8 Soit f : E — F une application linéaire de E dans F. Alors Im(f) est un sous-espace
vectoriel de F'.

Démonstration. La démonstration est ici aussi simple mais il est toujours conseillé de la faire en tant
qu’exercice.

L’information sur f contenue dans ce sous-espace de F' concerne la surjectivité. Rappelons la définition
générale. Une application f : A — B d’un ensemble A dans un ensemble B est dite surjective si tout
élément de B est I'image d’au moins un élément de A. Ceci est aussi équivalent & dire

f A — B est surjective si pour tout y € B il existe x € A tel que f(x) =y.
Proposition 9 L’application linéaire f : E — F est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Démonstration. Ici il n’y a pas grand chose a démontrer car c¢’est une reformulation méme de la définition
de la surjectivité.

Remarque : Comment déterminer Im(f) lorsque E est de dimension finie. Supposons que E soit
de dimension finie n. Considérons une base {e_1>, e_2>, e ,EL)} de E. Tout vecteur ? de E se décompose sur
cette base ? — z1ef + -+ x,e,. Considérons le sous-espace Im(f) de F. Soit 7 € Im(f). Par définition,
il existe X € E tel que Y = f(?) Ainsi

?:f(?):f(xl?l‘f’""i‘xn?n):Ilf(€_1>)+"'+$nf(a)'

Ceci nous montre que tout vecteur de Im(f) est une combinaison linéaire des vecteurs f(e1), - , f(&n)-
On en déduit que si {€],e3,---,e,} est une base de E, alors la famille {f(e1), f(€5),--- , f(€5)} est une

famille génératrice de F'. Mais notons que cette famille n’est pas en général libre et n’est pas en général une
base de Im(f). Le théoréme suivant apporte quelque précision sur ceci.

1.4.3 Cas de la dimension finie : le théoréme Noyau-Image

Supposons & présent que les espaces vectoriels E et F' sur K soient de dimension finie.
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Théoréme 3 Soit f : E — F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
On a alors

dim E = dimker(f) + dim Im(f).

Démonstration. Comme E est de dimension finie, il en est de méme du sous-espace ker(f). Considérons

une base {e_f, e ,e_;} de ker(f). D’aprés le théoréme de la base incompléte, nous pouvons trouver des
vecteurs linéairement indépendants {ep_+1>, . ,Ei} tels que la famille {e_f, e ,e_p>,ep_+1> o ,ai} soit une
base de E. Déterminons Im(f) a partir de cette base. D’aprés la remarque ci-dessus, Im(f) est engendrée
par la famille B = {f(e{),---, f(e5), f(eps1), -, f(&n)}. Mais comme les vecteurs ef,--- , e, sont dans
ker(f), leurs images par f sont nulles et donc la famille B se réduit a B = {f(ep31), - , f(e5)}. Ainsi les
vecteurs f (ep—ﬂ> )y f (a;) engendrent Im(f). Montrons que cette famille est libre. Supposons qu’il existe

une combinaison linéaire nulle entre ces vecteurs :
nt — — —
0F = apr1f(epri) + apraf(epsd) + -+ anf(en).
Comme f est linéaire, il vient
- — — —
F = f(apr1€pii + aproepis + - + anep).

Ainsi le vecteur apyi€p1 + apiaepia+ -+ ane_>n est dans le noyau de f. Comme {e_f, e ,e_;} est une base
de ker(f), nous avons donc

s — o~ = —
Apr1€pri + Apro€pra + -+ anep = bref + -+ +byep
soit
— — — — = _ o

bref + -+ bpey — apri€pri — Apr2€pis + - — aney = Op.

Comme les vecteurs e_f, e ,e_p>, eptiy, e ,ai sont linéairement indépendants, nous en déduisons
b1:: p:ap+1:--~:an:0

et donc Op = apt1f(epti) + apraf(epta) + -+ + anf(e)) implique apy1 = -+ = a, = 0. La famille
B = {f(eps1), -, f(&n)} est donc libre dans Im(f). Comme elle est génératrice , c’est une base de cet

espace. Ceci montre que
dimIm(f) =n —p = dim F — dim ker(f)

d’ot le théoréme.

Définition 9 Soit f : E — F une application linéaire entre deur K-espaces vectoriels de dimension finie.
On appelle rang de f et on le note rg(f) la dimension de Im(f) :

rg(f) = dimIm(f).
Ainsi le théoréme noyau image donne la valeur du rang :
rg(f) = dim E — dim ker(f).

On notera que dans cette formule la dimension de F' n’intervient pas.



14  CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LES ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

1.4.4 Applications.

1. Pour montrer que f est surjective, il suffit de montrer que rg(f) = dim F. En effet, comme Im(f)
est un sous-espace vectoriel de F', sa dimension est inférieure ou égale & celle de F' et nous avons
Im(f) = F si et seulement s’ils ont la méme dimension.

2. Rappelons qu’une application est bijective si elle est a la fois injective et surjective. Ainsi une appli-
cation linéaire est bijective si et seulement si on a a la fois

(a) ker(f) = {08},
(b) rg(f) =dim F.

3. Supposons que F' = E c’est-a-dire que f soit une application linéaire
fiE—FE

On dit dans ce cas que l’iPplication linéaire est un endomorphisme de E. Supposons que f soit
injective. Alors ker(f) = {Og} et donc dimker(f) = 0. Ainsi

dim F = dim Im(f).

Mais ici Im(f) est un sous-espace vectoriel de E et ces deux espaces vectoriels ont la méme dimension.
Ils coincident donc :

E =1Im(f).
Ainsi f est surjective donc bijective.

Proposition 10 Soit f : E — E un endomorphisme de E. Alors si f est injectif, il est aussi surjectf
et donc bijectif. De méme si f est surjectif, il est aussi injectif donc bijectif.

Démonstration. La deuxiéme partie de cette proposition se démontre comme la premiére.

1.5 Calcul analytique. Matrices d’une application linéaire

Soit f : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie sur K. La
remarque qui suit va étre la base du calcul analytique.

L’application linéaire f est entierement déterminée dés que [’on connait les images des vecteurs d’une base

de E.

Expliquons cette remarque. Soit B = {e_f, _2>, ‘.- ,a} une base de E. Si Y € F, il s’écrit de maniére unique

X = 218 + 228 + - + 2By
et le n-uple (z1,x2, -+ ,x,) sont les composantes de ? relatives a la base B. Nous obtenons alors

FX) = f@18] + 298 + -+ xnel)
= 21 f(e]) + zof(€3) + - - + znf(Eh).

Ceci montre que le vecteur )_(> étant donné, ses composantes (z1, 22, ,2,) sont aussi données et donc
f(?) peut étre calculé dés que Pon connait les vecteurs f(ef), f(e3),--- , f(en).
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- = —
Donnons a présent une base de F' : By = {fi1, f2, -+, fp} (nous supposons p = dim F). Chacun des
vecteurs f(€;) est dans F et se décompose ainsi

— — —
f(€) =arifi +aoifo+-+apify

pour ¢ =1,--- ,n.

Rangeons ces coefficients o; j sont la forme matricielle suivante :

o N e ST S S Os | a1,
a1 Q22 vt Op- a2y
Qp—11 Cp-12 - Qp_1n-1 CQp_1n
Qp,1 Qp2 - OQpn—1 Qp,n

Dans ce rangement, le premier indice du coefficient «; ; correspond au numéro de la ligne et le deuxiéme
au numéro de la colonne contenant ce coefficient. En fait nous écrivons en colonne les composantes des

transformées des vecteurs de la base de E : f(e1), f(€3),--- , f(en_1), f(er). Ce mode de rangemglt perrget
de trouver facilement les composantes du vecteur image Y = f(X) relative a la base Br = { f1, f2,---, fp}

donnée : I'équation 7 =f (Y) est équivalente a I’équation matricielle

1 11 Q1.2 te a1 n—1 a1n X1
Y2 Q21 Q22 . Q2p-1 a2.n T2
Yp—1 Qp—-11 Qp-12 ° Qp_1n-1 OQp-1n Tn—1
Yp Qp,1 Qp2 - Qpn—1 Qp.n Ln

Notons enfin que cette matrice de f ainsi déterminée dépend fortement des bases choisies de E et F.
Dans la derniére partie de ce cours, nous regarderons comment trouver de "bonnes bases" afin que ’écriture
matricielle de f en soit simplifiée.
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1.6 Exercices

Exercice 1

Les sous-ensembles suivants de R? sont-ils des sous-espaces vectoriels ?
1. Fy = {(z1, 72, 73) GR?’ z1 + 229 — 23 = 0}

2. Fy = {(z1,22,23) € R°, z129 = 0}.

3. I3 = {(21,22,73) € R?’ cosx1 + 2e*2 — x3 =0}.
4 ( )

Fy = {(w1,22,73) € R?, m1 + 229 — 23 = 1}.

Exercice 2

Soit gl(n,R) 'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre n.
1. Montrer que c’est un espace vectoriel réel de dimension finie.

2. Soit so(n) le sous-ensemble de gl(n,R) formé des matrices vérifiant
M = —'M.

Montrer que c’est un espace vectoriel réel. Quelle est sa dimension ?

3. Soit GL(n,R) le sous-ensemble de gl(n,R) formé des matrices inversibles. Est-ce un sous-espace vec-
toriel 7

Exercice 3

Dans un espace vectoriel £ a quatre dimensions rapporté & une base { €1, es, e_;:,>,e_4>} on considére les

vecteurs Xl, Xg, X3 de composantes
- — —
X1=(2,1,4,-3), Xo=(1,-1,-1,-3), X3=(1,2,5,0).

1. Montrer que ces vecteurs sont linéairement dépendants et former la relation par laquelle ils sont liés.

2. En déduire la dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces trois vecteurs et en donner une
base.

3. Compléter cette base pour obtenir une base de £

Exercice 4

Dans un espace vectoriel complexe a trois dimension rapporté & une base {e_f,e_g,e_gz}, on donne les

vecteurs N N N
= = = = =
X1 =1e3 +1ie3, Xo=-re3 +ief{, X3g=e] +1ie3.

Montrer que ces trois vecteurs forment une base et trouver dans cette base les composantes du vecteurs
=el +¢ + el

Exercice 5

Dans R"”, les sous-espaces vectoriels Fy,F5 et F3 sont dits supplémentaires si tout vecteur de R™ s’écrit
de maniére unique sous la forme

- = =
?=X1+X2+X3
— — —
avec X1 € F1, X9 € Ih et X3 € F3.
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1. Soient Fy le sous-espace de R? engendré par le vecteur v = (1,1,0), F, le sous- espace de R? engendré
par le vecteur v3 = (1,0,1) et Fj le sous-espace de R?® engendré par le vecteur o3 = (0,2,0). Montrer
que ces sous-espaces sont supplémentaires.

2. Soit F} le sous-espace de R? engendré par le vecteur vh = (1,2,1), F5 le sous- espace de R3 engendré
par le vecteur v7 = (1,1,0) et Fy le sous-espace de R?® engendré par le vecteur o5 = (0,1,1). Montrer

que F; N F; = {0} pour tout i, j = 4,5,6. Ces sous-espaces sont-ils supplémentaires ?

Exercice 6

(Dans certains exercices qui suivent, nous ne noterons plus, pour en prendre I’habitude, les éléments des
espaces vectoriels par des lettres surmontées d’un vecteur. Prendre garde aux notations et aux données).
On considére F le sous-ensemble de R* défini par

F:{(:c,y,z,t)ER4; x+y=0, etx+z:0}

Donner une base de F'.

Compléter la base trouvée en une base de R

On pose u; = (1,1,1,1), ug = (1,2,3,4), us = (—1,0,—1,0). La famille (u, ug, us) est-elle libre ?
On pose G le sous-espace engendré par (uj, ug,usz). Quelle sa dimension 7

Donner une base de F'NG.

En déduire que F + G = R*.

Est ce qu'un vecteur de R* s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de F' et un élément

de G?

Exercice 7

No e WD

On considére dans R*

v =(1,2,0,1) v = (1,0,2,1), v3 = (2,2,2,2),
wy = (1,2,1,0) wy = (—1,1,1,1), ws = (2,—1,0,1), wy = (2,2,2,2).
1. Montrer que la famille {v1,va} est libre et que {v1,ve,v3} est lie.
2. Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs vy, va, v3,
(a) Déterminer une base de F.
(b) Déterminer un sous-espace supplémentaire de F'.
3. Montrer que la famille {w1, wa, w3} est libre et que {wy, we, w3, w4} est liée.
4. Montrer que la famille {v1, va, w1, wa} est libre.

5. Soit G le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs wy, ws, w3, wy. Déterminer une base
de G.

6. Déterminer F'N G. Les sous-espaces F' et G sont-ils supplémentaires.

Exercice 8

Soit u 'application de R? dans R?, définie par
’LL(CL’,y,Z) = (—x+y,:p -y, —T+ 2, —y—|—Z)

1. Montrer que u est linéaire.
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2. On note (e1, ea,e3) et (f1, f2, f3, f1) les bases canoniques de R3 et R*. Calculer u(eq), u(es), u(es) en
fonction de (f1, f2, f3, f4).
3. Ecrire la matrice de u dans ces bases canoniques.

4. Montrer que (f1, f2,u(e1),u(ez2)) est une base de R%.

5. Ecrire la matrice de u dans les (e1, e, e3) et (f1, fo, u(e1), u(ez)).

Exercice 9

Soient (e1, €2, e3) la base canonique de R3, wy = (1, -2,0), we = (—1,2,0), w3 = (0,0,2) et u I'endomor-
phisme de R3, défini par la donnée des images de vecteurs de base :

u(er) = wr, u(ez) = wa, u(ez) = ws.

1. a) Exprimer (w;, wsy, ws) en fonction de (e, ez, €3). En déduire la matrice de u dans la base canonique.
b) Soit W = (x,y, z) € R3. Calculer u(W).
2. Trouver une base de ker u et Im u.

3. Montrer que R? = keru & Im u.

Exercice 10

Déterminer le noyau et 'image des applications linéaires de R? dans R"™ canoniquement associées aux
matrices suivantes (on déterminera anant les calculs les dimensions p et n)

(1) 0120 1 2
| @1 1o, fro1o0 3 4
0 0120 5 6

Exercice 11

On considére I'application f de R? dans R* définie par
fle,y,z2)=(x+z,y—z,z2+y,x+y+22).

1. Calculer les images par f des vecteurs de la base canonique (eg, e2, e3) de R?. En déduire une base de
Im f.
2. Dérminer une base de ker f.

3. f est-elle injective 7 surjective ?

Exercice 12

On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique

1 1 1
A=|-1 2 =2
0 3 -1

Donner une base de ker f et Im f.
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Exercice 13

Soit u I'application de R? dans R? dont la matrice dans leur base canonique respective est
1 1 1
A= (—1 2 —2)
On appelle (e, e2,e3) et (f1, f2) les bases canoniques de R? et de R?. On pose

1 1
el =exte3 eh=e3+er, €5=e1+ey, et fi= §(f1+f2), fo = §(f1—f2)-

1. Montrer que (€}, e}, es) est une base de R? et (f, f3) est une base de R2.

2. Donner la matrice de u dans les nouvelles bases.

Exercice 14

On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique est

1 1 -1
M=1-3 -3 3
-2 =2 2

Donner une base de cher f et Im f. En déduire que M™ = 0 pour tout n > 2.
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Chapitre 2

L’espace vectoriel R" : la géométrie
vectorielle

2.1 L’espace vectoriel réel R”

Dans tout ce chapitre nous allons nous intéresser a la géométrie vectorielle dans le plan et dans I'espace,
c’est-a-dire a I’étude vectorielle des plans et des droites dans R3. Nous affinerons notre étude a I’aide d’un
outil non plus linéaire mais bilinéaire en un sens que nous préciserons, le produit scalaire. Cet outil permet
de faire des mesures de longueur, d’angle dans des sous-espaces vectoriels de R™.

2.1.1 La base canonique de R"

Par définition ’ensemble R™ est I’ensemble des n-uples de nombres réels :
R™ = {(z1, 22, ,xpn), z; € Ri=1,--- ,n}.

Nous identifierons naturellement R' et R. Dans le premier chapitre nous avons rappelé que R™ était muni
d’une structure d’espace vectoriel réel, les opérations concernées étant

1. Paddition : si Y = (z1,22, -+ ,Tp) et 7 = (y1,%2," - ,Yn) sont deux éléments de R™ alors
X+Y = (T1+y1, 22+ Y2, Tn + Yn),
2. la multiplication externe par un scalaire : si a € R, alors
a? =a(z1,z2, + ,xy) = (1, 2, -+, Q).

Le vecteur nul (0,0, ---,0) sera noté 6)

Considérons dans R"” les vecteurs
6_1>:(1,0, 70)7 €_2>:(05]-503 7O)a 7@2(0503"' 70a1)'

21
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Si Y = (z1, 22, -+ ,xy) il se décompose de maniére unique

)_(>=$1€_1>+$26—2>+'~+3?naz>

ce qui montre que B = {?1, €5, ,a} est une base de R™ et donc que R™ est bien de dimension n. Cette
base "privilégiée" sera appelée base canonique de R™. Ainsi, si ? = (1,22, - ,Zn), les scalaires x; sont

les composantes de X dans la base canonique.

2.1.2 Les applications linéaires [ : R" — R?

Considérons les deux espaces vectoriels réels R™ et RP. Si f : R™ — RP est une application linéaire, elle
se présente sous la forme

f(fIfl,ilﬁ'Q,"' 7'%'71) = (yhy?v"' ayp)'

Posons fi(x1,x2, -+ ,x,) = y; pour i = 1,2,---  p. Chacune des applications f; est une application linéaire
fi : R™ — R. Ainsi f apparait comme la composition des p applications linéaires :
f = (fl?f?a"' afp)

et donc I’étude de f se raméne a I’étude des applications linéaires de R™ & valeurs dans R.

Supposons donc dans un premier temps que p = 1, soit
fR*" =R
et posons f(z1,z2, -+ ,2,) =y. Comme f est linéaire, nous pouvons écrire
flx, 29, -+ yxn) =21 f(1,0,--- ,0) + 22£(0,1,,0,---,0) + 2, £(0,0,--- , 1)

soit

flar, @, ) = 21 f(e]) + 22 (€3) + -+ + an f(er).
Nous retrouvons la le fait que f est entiérement définie par les images des vecteurs de base, ici la base
canonique. Posons

f(el) =a1, f(&3) = ag,---, f(&) = an.
Alors
f(z1, 22, ,zpn) = 121 + agz2 + - - - + app.

Proposition 11 Toute application linéaire f : R™ — R s’écrit sous la forme

flz1, 22, 2n) = 121 + a2x2 + -+ + anTy
avec a; = f(e]) € R.
Nous en déduisons
Corollaire 1 Toute application linéaire f : R™ — RP s’écrit sous la forme f = (f1, f2,--+ , fp) ot les f;

sont des applications linéaires f; : R™ — R qui s’écrivent donc sous la forme

fi(x1, @2, o) = @111 + @122 + -+ + A1 Ty
fo(x1, @2, -+ ,Tp) = 2121 + a22%2 + -+ - + a2n Ty

fp(xla X2, ,xn) = Qp 171 + Qp 22 +---+ ApnTn
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Nous déduisons que la matrice de 'application linéaire f relative aux bases canoniques de R™ et R? est

a1 G612 -t Qi
a1 G2 - QG2n
ap1 Gp2 -+ Gdpn
L’expression analytique de f s’écrit ainsi
1 a1 ar2 --- Aain x1
Y2 | _ | a21 a2 -+ G2p T2
Yp ap1 Gp2 - Qpn Tn

2.1.3 Les sous-espaces vectoriels de R"

Soit F' un sous-espace vectoriel de R™. Sa dimension p est inférieure a n et rappelons que si p = n alors
F =R". Du théoréme de la base incompléte nous déduisons directement le résultat suivant :

Proposition 12 Tout sous-espace vectoriel ' de R™ est défini comme ’ensemble des solutions d’un systéme

linéaire a n variables
1,11 + a1 272 + -+ a1 pTy =0

(2171 + agox2 + -+ + ag pry, =0
Am1T1 + QM 2X2 + - -+ AmpTn = 0

La résolution de tels systémes linéaires a été vue en premiére année. Rappelons toutefois, qu'une maniére
un peu longue mais algorithmique de résoudre un tel systéme est la méthode du pivot. A ce niveau la, il
serait intéressant de concevoir un programme sur PYTHON de résolution des systémes linéaires.

Considérons le systéme linéaire précédent définissant le sous-espace vectoriel F. La matrice de ce systéme

a1 a2 - Gin
a1 a2 - G2p
m,1 Gp2 - Amn

peut étre vue comme la matrice d’une application linéaire f : R™ — R™ écrite dans les bases canoniques.
Si p est la dimension de F', alors par définition de cette matrice, comme F' est le noyau de f, nous avons
p = dimker f et le théoréme noyau image implique

rg(f) =n—p.

Ce rang correspond au nombre d’équations linéaires indépendantes dans le systéme linéaire de définition
de f.

Droites et plans dans R3
Un plan vectoriel dans R? est par définition un sous-espace vectoriel P de R? de dimension 2. D’aprés
la remarque ci-dessus, il est défini comme le noyau d’une application linéaire de rang 1 et donc par une
équation linéaire
a1r1 + asxs +azr3 =0
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dont au moins un des coefficients est non nul. Supposons par exemple que ce soit a;. Nous pouvons écrire

a2 as
r] = ——oT9 — —T3
al al
et le plan P est I’ensemble des vecteurs qui s’écrivent
Y a2 as
— (_7‘%‘2 - 7$37$2a$3)‘
ai ai

Une base de P est donnée par la famille

{H = (_@7 170)7U—2> = (_%aoa 1)}
al ai

Une droite vectorielle de R? est par définition un sous-espace vectoriel D de dimension 1. Elle est donc
définie par un systéme linéaire de rang 2 & trois variables :

a1171 + ay2x2 +ayzrz =0
a2,121 + a2 2x2 + az3x3 =0

les deux équations étant indépendantes. La résolution de ce systéme permet de trouver une base de D. Pour
vérifier que ces deux équations sont bien indépendantes, plusieurs approches sont & notre disposition. La
plus simple est de résoudre ce systéme, La solution doit s’écrire qu’avec un seul paramétre. La deuxiéme,
plus sophistiquée mais plus facile a généraliser consiste & regarder tous les déterminants d’ordre 2 de la

matrice
ail ai2 a13
az1 G22 Q23

du systéme, a savoir

dot (@1 a2 _

et =a1,1022 — 41,202 1,
a1 G232
a1 a3

det =ay,1023 — a1,3021,
as1 a3
a2 a3

det = a12023 — 41,3031,
as2 a3

et le rang du systéme est égal & 2 si 'un de ces déterminants est non nul. Supposons par exemple que ce
soit le premier, soit aj ja22 — a1 2a2,1 # 0. La résolution du systéme donne alors

41,3022 — 02,3012 a1,3a21 — 42,3011
— T — T3

xTr1 =

3
a1,1a22 — a1,202.1 a1,1a22 — 1,221

et tout vecteur de D s’écrit

( a13022 — (23012 13021 — (23011 1) .
- y ) 3
G1,1022 — a12021 Q11022 — (12021
Une base de D est donnée par
{ _a13a22 —A23G12  G13021 — A2,301,1 1)}
) ) *
a1,1a22 — Q12021 Q1,162,2 — (41,2021

Remarque. La donnée d’une base d’un plan vectoriel de R? permet inversement de retrouver 1’équation
linéaire de ce plan. Il est bon de noter que cette équation n’est pas unique : si a1x1 + asxs + agrs = 0
est une équation définissant le plan, alors pour tout A # 0, Aajx1 + Aaszs + Aazxs = 0 est également une
équation linéaire définissant ce plan. Il en est de méme pour une droite vectorielle de R?. La donnée d’une
base, constituée d’un vecteur non nul de R® permet de retrouver le systéme de rang 2 définissant cette
droite. La aussi les équations formant le systéme ne sont pas unique, tout systéme équivalent est également
un systéme linéaire définissant cette droite.
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2.2 Projection sur un sous-espace

2.2.1 Projection le long d’un complémentaire

Soit F7 un sous-espace vectoriel de R™. Choisissons un sous-espace complémentaire F (celui ci n’est
évidemment pas unique, on en choisit un). Nous avons donc

R" = | @ Fs.

Tout vecteur Y s’écrit de maniére unique
= =
X=X 1+ X5

— —
avec X7 € Fy et Xy € Fy.

_>
Définition 10 Le vecteur X1 € Fy est appelé le projeté du vecteur )_(> sur le sous-espace Fy le long du
complémentaire F.

Il est clair que ce vecteur F; dépend du choix de F5.

2.2.2 Exemple : Projection d’un vecteur dur un plan

Considérons dans I'espace R? un plan vectoriel P d’équation
a1x1 + aswe + azxsz = 0.

Supposons que les vecteurs {Ul, UQ} forment une base de P. D’aprés le théoréme de la base incompléte,
nous pouvons trouver un vecteur Us tel que {U7, U2U3, } soit une base de R3. Soit D le sous-espace vectoriel
de R? ayant pour base (7; Ce sous-espace vectoriel est donc de dimension 1, c¢’est une dr01te vectorielle
dans R3. Soit X un vecteur non nul de R3. Il admet une décomposition unique dans la base {Ul, UsUs, } -

Y = xllUl + .TIQUQ + .T;ISU3

et nous avons N N N N N
X = ajllUl + 33/2U2 eP, Xy = :L‘gUg e D.

_+
Le vecteur X est le projeté du vecteur ? sur le plan P le long de la droite D.

2.2.3 L’application linéaire projection

- =
Revenons au gas général : R™ = F; @ Fy. Soit Y € R" et Y = X1 + X5 la décomposition de } associée.

Par définition X7 est de projeté de ? sur F le long de Fy. Considérons I'application

p:R" - R"
donnée par R

p(?) = Xl.
Cette application est bien linéaire. Elle vérifie I'identité

poep=Dp.
%
En effet si X € F sa décomposition s’écrit X=X + 0 et dans ce cas p(}) — X. Nous avons donc
Im(p) = I, ker(p) = .
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Définition 11 Dans [’espace vectoriel R™, une projection est une application linéaire p : R™ — R™ vérifiant
Uidentité

bpop=p.

Une telle application définit donc une projection sur le sous-espace vectoriel F; = Im(p) le long du sous-
espace Iy = ker(p).

Remarque sur la matrice de ’application linéaire p

Considérons dans R” = F} @ Fy la projection sur Fj le long de F5. Soit p 'application linéaire projection
associée. Nous avons
Fy =Im(p), F» = ker(p)

— =, =
et pour tout vecteur X; € Fy, p(X1) = X; (la restriction de p a F; est 'application identité. Supposons
que dim F} = m et considérons une base de R™ (ce n’est certainement pas la base canonique) :

= 3 —
B:{Ul)"'7Um)Um+la"')Un}
—> — s —
telle que {Uy, -+, Uy} soit une base de F; (et donc {Up41,- -+, Uy} est une base de Fy). La matrice de p
relative a cette base est
1 O --- 0 0 --- 0
0 1 ... 0 0 --- 0
0 0 1 0 0
0 O 0 O 0
o o0 --- 0 0 --- 0

Nous voyons donc sur cet exemple que le choix de la base pour écrire la matrice d’une application linéaire
est important : la matrice de p dans la base canonique est surement beaucoup plus compliquée.



Chapitre 3

L’espace vectoriel euclidien R"

Afin de pouvoir parler de longueur de vecteurs, d’angles de deux vecteurs, nous devons introduire une
nouvel outil de mesure, a savoir le produit scalaire.

3.1 Le produit scalaire euclidien dans R"

3.1.1 Définition

Définition 12 On appelle produit scalaire euclidien dans ’espace vectoriel réel R™, l’application de R™ x R™
a valeurs dans R

Y'7:(1'171'27"' 7$n)'(y11y27"' 7yn):x1y1+x2y2+"'+xnyn-

- =

Cette application a les propriétés suivantes : Pour tous a1, a0 € R et Y, X1, Xo, ?, 71, ?2 e R™,
= = = =

1. (Olel + a2X2) . 7 = al(Xl . ?) + a2(X2 . ?),

2. X (V) + 0a¥%) = ar(X - V1) + aa(X - 3)

Une telle application, a deux variables de R™, vérifiant les deux propriétés ci-dessus est appelée une forme
bilinéaire sur R™. L’étude générale de telles applications sur un espace vectoriel réel ou complexe seront
étudiées au second semestre.

Quelques propriétés du produit scalaire euclidien

1. Soit } € R™. Alors l'identité
VY eR", X-Y =0

implique } = 6>

Démonstration. En effet, posons 7 = (x1, -+ ,xy,). Prenons dans un premier temps ? =& =
(1,0,---,0). Alors X - e{ = 0 implique z; = 0. De méme, en prenant ¥ = e;, nous obtenons z; = 0

et en déduisons } =0.

27
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2. Pour tout Y € R" non nul

X . X>o.

3. Le produit scalaire est commutatif :

X V=7 X

Lorsque nous considérerons dans ’espace vectoriel R" le produit scalaire euclidien, nous parlerons alors de
R" comme espace vectoriel euclidien.

Définition 13 Dans [’espace vectoriel euclidien R™, on appelle norme du vecteur ?, le scalaire

1X] = VX X

Nous avons donc, si ? = (1,x2, + ,Zn),

XN = fat+af+- +a2.

Ceci montre que la norme d’un vecteur est bien définie. Nous avons aussi

_>
10} = 0.

L’interprétation géométrique de cette fonction norme, qui est bien une fonction de R™ a valeurs réelles mais
bien entendu non linéaire, est d’associer a tout vecteur, sa longueur.

Proposition 13 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Pour tout X et Y dans R™, nous avons

XYL IXYL
Démonstration. En effet, si nous posons X = (X1, -+ ,2p) et Y — (Y1, ,Yn), alors
Y 7 (z1y1 + - + Tpyn)? = foyf + 2inyia:jyj.
( i#]
De méme

(XINVID2 = (@2 + -+ a2) g+ +12) = Zx

On en déduit
(XY= (X V)2 = Y (g — msm)®
i#j
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’en déduit.

Proposition 14 (Inégalité de Minkowski.) Pour tout X et Y dans R™, nous avons

1X + Y| < IX]+ Y]]
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Démonstration. En effet, si nous posons ? = (z1, -+ ,2p) et 7 = (y1, - ,Yn), alors

XY = @+ 4 ad) + @+ 2 +2 [ a2y,
i?j

X + V102 =3 (s +90)? = 3 (a2 + 42 + 200,).

(2 7

XN+ Y1) = (X + Pl =2, [ a2~ 23 i

(X + Y 1)% < (I1X )]+ IY]))?

De méme

Ainsi

Nous en déduisons que

Nous remarquons que 1’égalité pour ces deux relations n’a lieu que lorsque Y et ? sont liés.

3.1.2 Bases orthonormeées

Soit {e_f, e, ,EL)} la base canonique de R™. Les vecteurs de cette base vérifient
2. a)-e—}:Odésquei;éj.

La représentation habituelle de repére canonique dans la plan ou dans ’espace conduit a la définition
naturelle de 'orthogonalité de deux vecteurs, orthogonalité qui est "vérifiée" par la représentation de la
base canonique :

= =
Définition 14 Deux vecteurs non nuls X1 et Xo de R™ sont dits orthogonaux st leur produit scalaire est
nul : BN

X;1-Xo=0.

Ainsi les vecteurs de la base canonique sont deux & deux orthogonaux et sont de longueur 1. Nous dirons
qu’une telle base est un repére orthonormé. D’une maniére générale,

Définition 15 Soit {’U—>1,U—2>, e ,v_>n} une base de R™. Nous dirons qu’elle forme un repére orthonormé si
les vecteurs de cette base vérifient

1. pour touti=1,---,n, E’)-E}zl
2. pour tout i # j, UZ-U_;:O.
3.1.3 Deuxiéme définition du produit scalaire euclidien de R"

Commencons par interpréter le produit scalaire dans le plan, c¢’est-a-dire dans Iespace vectoriel R?. Soient
X1 et X9 deux vecteurs du plan vectoriel

b — - 3 — —
X1 =mxef +y1e3, Xo = zoef +y2€3.
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Nous avons

<1

‘ | HXQH

En effet (z122 +y1y2)% < (21 +y1)?(22 + y2)2. Nous pouvons donc interpréter ce nombre comme le cosinus
d’un angle, mais ceci nécessite que I'angle formé par les deux vecteurs de base soit un angle droit.
Ainsi, par définition
— =
X1 Xo
OS(Q) == =
|| XA ]| |1 X2]|

- =
et 0 désigne 'angle formé par les vecteurs X; et Xo du plan.

Théoréme 4 Soient ? et 7 deux vecteurs de R™. Alors
XY = || X |V cos(X,Y)
ot (?, ?) désigne l'angle des vecteurs X etY.

Ainsi, comme dans ’exemple ci-dessus, une représentation cartésienne d’un repére orthonormé est donnée
par des vecteurs de longueur 1 et deux a deux perpendiculaires.

3.2 Les isométries de I’espace euclidien R"

3.2.1 Définition

Nous nous proposons d’étudier ici les applications linéaires de R™ & valeurs dans R” qui laissent "invariant"
le produit scalaire. Rappelons tout d’abord qu’un endomorphisme linéaire d’un espace vectoriel E et une
application linéaire de E a valeurs dans ce méme espace.

Définition 16 Soit f : R™ — R™ un endomorphisme linéaire de R™. On dit que f est une isométrie linéaire
st pour tout } et ? de R™,
rX) f(V) =X Y.

Soit {e_l), a5, ,a} la base canonique. Si ? = (x1,m2, -+ ,xy) et ? = (y1,y2, - ,€n), alors

F) = 21 f (@) + 22 f (@) + -+ 2uf @), FV) =91 £(@) +yaf (@) + -+ + yuf ()

et
1) £V = Y wanf @) - 1(@).

Si f est une isométrie

FX)FF) =XV =Y aw

Nous en déduisons que f est une isométrie si et seulement si
L. f(ei)- f(ej) =0sii#j,
2. f(€)- f(€) =1 pour tout i = 1,;--- ,n.

Dans le chapitre suivant, nous développerons ces identités pour n = 2 et n = 3.
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3.2.2 Propriétés géométriques des isométries

Proposition 15 Soit f : R™ — R™ un endomorphisme linéaire de R™. Alors f est une isométrie linéaire

1FCGOI = X1

Autrement dit une isométrie conserve les longueurs.

si et seulement si pour tout X de R,

Démonstration. Si f est une isométrie, alors pour tout Y e R™,
1X) X)) =X X

et donc || f(})H = H?H Inversement, supposons que f soit un endomorphisme de R™ qui conserve les

longueurs. Nous aurons en particulier, pour tous X et ¥ dans R :
IX+Y) X+ Y)=X+Y) (X + 7).
En développant, nous obtenons
FX) )+ 1) s +2fX) - f(V)=X - X+Y - Y 12X - Y.
Or par hypothése, f(X)- f(X) =X - X, f(Y)- f(Y) =Y - ¥. Nous en déduisons
JX) - p@)=X.Y

ce qui montre que f est une isométrie.
Proposition 16 Les isométries conservent les angles.

Démonstration. Soient f une isométrie de R™ et X, Y deux vecteurs de R™. Nous avons donc
FE) - 1) = IFEONF P eos(F(X) f(V) = X -V eos(X, V).
Comme [ est une isométrie, || f(X)|| = [|X]], |f(¥)]| = ||¥’]]. Ainsi
cos(f(X). (V) = cos(X, V)

d’ou la proposition.

3.3 Bases orthonormales. Le procédé de Gram-Schmidt

3.3.1 Bases orthonornales

Nous avons vu que dans ’espace euclidien R", la base canonique {e_f, ?2, ‘e ,Ei} est orthonormale, c’est-
a-dire
e e =0

dés que ¢ # j. Cette base est méme orthonormée, chacun des vecteurs de base est de longueur 1. Bien
entendu ce n’est pas I'unique base de R™ qui soit orthonormale.
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Définition 17 Soit F' un sous-espace vectoriel de R™. Une base Bp = {v_f, e ,@} de F' est dite orthonor-
male st pour tout i,7j :

o - v) = 0.
Remarquons que si la famille {U_1>, e ,U_p>} était une famille génératrice de F', elle en serait une base. En

effet
Théoréme 5 Toute famille de vecteurs deux a deux orthogonaux est libre.

Démonstration.

3.3.2 Un procédé d’orthogonalisation

Théoréme 6 Soit F' un sous-espace vectoriel de R™. Alors F' admet une base orthonormale.

Démonstration. La démonstration qui suit donne le principe de construction d’une telle base orthonormale

a partir d'une base de F' donnée. Soit donc {17{,@, e ,U_p>} une base de F'. Considérons les p vecteurs
{1171> Wy ,UT;} définis de proche en proche par les relations
wi =0
— —
wy = az,1W1 + v
— — — =
w3 = a31w1 + a3z 2wz + v3
— — — —— |
Wp—1 = Ap—1,1W1 + Ap—22W2 + +++ + Ap—1p—2Wp—2 + Vp—_1
— — — — — =
Wy = Qp,1W] + Ap2w3 + -+ Qpp2Wp—2 + Ap p—1Wp—1 + Up

Il est clair que ces vecteurs sont encore linéairement indépendants et forment donc une nouvelle base de
F. Montrons que I'on peut choisir les coefficientts a; ; de maniére a ce que ces vecteurs soient orthogonaux
deux & deux. La méthode est simple : On commence par déterminer as 1 pour que wh soit orthogonal & 1.
Une fois ce coefficient choisi, on détermine a3z et ago2 pour que 173 soit orthogonal aux vecteurs 17{ et u—Jg> )

On procéde ainsi jusqu’au rang p.

1. Ecrivons que 175 est orthogonal a 17{ :
H
W - Wi = ag Wt - Wi + 3 - wi =0
ce qui donne
3 - Wi
a1 = —
wi - Wi

En remplagant dans I’expression de wh la valeur trouvée de a2,1, nous en déduisons wh orthogonal a
U{ . Dans tout le reste du processus, nous considérons ce vecteur 175 ainsi déterminé.

2. Ecrivons que w5 est orthogonal a wi et a Wy :

— —
a3 - Wi 4 azows - Wi + U5 - w; =0
— s Qi
az 1wl - wh + azowd - wi +v3-wi =0

En résolvant ce systéme linéaire a deux équations et deux inconnues, nous trouvons les valeurs de a3 1
et a2 que nous remplagons dans ’expression de wh
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3. Ainsi de suite jusqu’a la détermination du vecteur uT,i. Nous déterminons les coefficients a, 1, -+, app—1
en résolvantt le systéme

— — —— — =L
(ap,ﬂi1> + ap,Qli% Tt app2Wp2 + app1Wp-1 + @)) : li1> =0
(ap, 1wl + apows + - + app—2Wp—5 + app_1Wp—1 + vp) - w2 =0
— — — T 4T =1
(ap Wi + apaws + -+ + app—2Wp—3 + pp1Wp—1 + Vp) ~wp —1 =0
La base {171), 175, C L Wp—2, Wp—1, 171,} ainsi trouvée est orthonormale. Si nous voulons une base orthonormée,
on considére alors les vecteurs .
W
w, = T
I

Remarque. Le procédé d’orthogonalisation d’une base d’un sous-espace de R reste bien entendu valable
pour I'espace R™. A partir d’'une base quelconque non orthonormale de R™, nous en déduisons une base
orthonormale et donc orthonormée . Rappelons que la base canonique est déja orthonormée. Les matrices de
passage d’une base orthonormée & une autre base orthormée, en particulier de la base canonique a une base
orthonormée ont une structure particuliére. Elles s’appellent matrices orthogonales. Nous les étudierons en
fin de chapitre.

3.4 Projections orthogonales

3.4.1 Complément orthogonal

Soit F' un sous-espace vectoriel de 'espace euclidien R".

Définition 18 On dit qu’un sous-espace vectoriel Fo de R™ est orthogonal a F si, pour tout Y € F et
? € Fy,
X.Y =0.

En particulier, si {e_f, e_2>, e ,a;} est la base canonique de R™, comme elle est orthonormée, toute droite
vectorielle engendrée par 1'un des vecteurs
overrightarrowe; est orthogonale & toute droite vectorielle engendrée par un vecteur e_} dés que i # j.

Théoréme 7 Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension p de R™. Il existe un unique sous-espace vec-
toriel, noté F+, orthogonal & F tel que
FoFt=R"

De plus dim F- =n —p.*

Démonstration. Considérons I'ensemble des vecteurs orthogonaux & F. Cet ensemble est non vide car il
contient le vecteur nul. Si ? et ? sont deux vecteurs de R™ orthogonaux a F' et si a et b sont deux
scalaires, alors pour tout vecteur ? de F', nous avons

@X +bY) Z=aX-Z)+b(Y-Z)=0.

Ainsi a? + b? est encore orthogonal et donc I’ensemble des vecteurs orthogonaux & F' est un sous-espace
vectoriel de R™. Notons le F'L. Il vérifie en particulier

FAFLt={0).
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En effet, si ? = (x1,--- ,y) est un vecteur de cette intersection, il est orthogonal & lui-méme, c’est-a-dire
vérifie

?~?:x%+~-+mfl:0
ce qui implique 1 = 9 = --- = x, = 0 et par conséquent ? = 0. Ainsi Fn F+ = {0}. Il nous reste

& montrer que les sous-espaces F et F- sont supplémentaires. Comme déja leur intersection est réduite
au vecteur nul, il suffit de montrer que dim F' + dim F- = n soit dim F- = n — p. Nous savons que F'
admet une base orthonormale. Soit {v—f, - ,v—p)} une telle base. Complétons cette base en une base de R” :
{v_f, ‘.- ,v_p>, m, .- ,v_n>} Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt transforme cette base en une
base orthonormale mais en laissant invariants les p premiers vecteurs car ils sont déja orthogonaux deux
a deux et le procédé opére sur le premier vecteur, puis le deuxiéme, etc. Soit {U_1>, e ,U_;, m, e ,ﬁ}
cette base. Considérons le sous-espace de R™ engendré par les vecteurs {m o ,'UT)n} Il est orthogonal
a F donc contenu dans F, de dimension n — p. Dans cette base, tout vecteur orthogonal a F est une
combinaison linéaire des vecteurs {m AR ,L?n} Ainsi cet espace coincide avec F+ d’ou dim F+ = n — p.
On en déduit que F' et F- sont supplémentaires.

3.4.2 Projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de R”

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion de projection d’un vecteur de R™ sur un sous-
espace vectoriel F le long d’un supplémentaire F5. Nous reprenons ici cette définition mais en considérant
comme supplémentaire I’orthogonal de Fj.

Définition 19 Soit F' un sous-espace vectoriel de R™ et soit F+ son supplémentaire orthogonal. On appelle
projection orthogonale d’un vecteur X de R™ sur F, la projection de X sur F le long de F*.

Ainsi, comme F @ F+ = TF", le vecteur 7 s’écrit de maniére unique
? = ?F =+ YFL
avec Y r € Fet Y L € Ft. La projection orthogonale de 7 sur F' est le vecteur ? r. Nous la noterons

pr -
pr(X) = X 5.

Nous pouvons également définir la projection orthogonale de 7 sur F- .
pFl(Xz) = )?Fl

ce qui nous donne

X = pr(X) +ppe (X).
Théoréme 8 (Théoréme de Pythagore) Pour tout X € R”
XN = 1 X Al + 11X pal 2
Démonstration. En effet, comme X = pp(X) + ppi(X) = Xp+ X pi et Xp- X pi =0, alors
X X=Xt Xp) (Rt Xp) = (X Xp) 4 (X - X ).

D’ou le théoréme.
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Calcul pratique de Y r. Considérons une base orthonormée {ﬁ, e ,v_p>} de F. Alors

Xp=X ot +X - BB+ + X -5

Remarque : distance d’un point & un sous-espace vectoriel. La notion de point n’existe pas dans
le cadre des espaces vectoriels euclidiens ou pas. Les éléments sont des vecteurs. Pour pouvoir parler de
points, il faut munir ’ensemble R™ d’une autre structure dont les éléments seront les points. On parle alors
de 'espace affine R™. Qu’est-ce qu’un espace affine? Cette notion sera définie dans le cours de géométrie
de troisiéme année. Nous allons toutefois nous passer de cette définition générale et la particulariser au cas
de R™. Les éléments de 'espace affine R™ sont appelés les points, que ’on notera par une majuscule telle
que M, un de ces points joue un role particulier, nous choisirons comme point particulier, appelé origine le
point O de coordonnées (0,0, ---,0) et il existe une bijection naturelle

vo : R"(af fine) — R"(vectoriel)

donnée par R
po(M) =O0M =X

oul les composantes du vecteur ? sont les coordonnées de M. Nous pouvons alors établir la définition
suivante

Définition 20 Soit M = (x1,x9, - ,xy,) un point de l’espace affine R™. Soit F' un sous-espace vectoriel
de l'espace euclidien R™. On appelle distance de M o F

d(M, F) = || X |

—
ot } est le vecteur OM associé au point M.

Nous étudierons plus en détail cette notion dans le cadre de la dimension 2 et 3.

3.5 Symétrie orthogonale

3.5.1 Hyperplan

Dans l’espace vectoriel R™, on appelle hyperplan vectoriel tout sous-espace vectoriel de dimension n
(on dit aussi de codimension 1). Ainsi un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire (c’est-a-dire d’une
application linéaire a valeurs dans le corps R des scalaires). Il est donc défini par une équation linéaire

a121 + a2x2 + - -+ apxy, =0

I'un au moins des coefficients a; étant non nul. Par exemple, un hyperplan dans R? est un plan vectoriel de
dimension 2, un hyperplan dans R? est une droite vectorielle de dimension 1.

3.5.2 Symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan vectoriel

Soit ‘H un hyperplan vectoriel défini par I’équation

a1x1 + agxe + - - + apxy, = 0.



36 CHAPITRE 3. L’ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN RY
Son espace orthogonal H' est donc de dimension 1, ¢’est une droite vectorielle. Comme
R" =H & H*
tout vecteur ? de R" g’écrit de maniére unique
X =Xpu+ X
avec ?H € H et YHJ_ € Ht.

Définition 21 Soit Y = ?’H"‘?'HL un vecteur de R™. On appelle symétrique orthogonal de Y par rapport

Y =Xy - Xg

a Uhyperplan H le vecteur 7 défini par

Nous noterons sy ’application

su(X) = Xp — X0
Cette application est linéaire et nous 'appellerons la symétrie orthogonale par rapport & H. Elle vérifie
s1(X) 0 sy(X) = Id.

Une application linéaire qui vérifie une telle relation f o f = Id est appelée une involution. Elle est donc
bijective et son application inverse est ’application elle méme :

-1

S?—L = S¥.

Notons également que cette application laisse invariants tous les vecteurs de H.

3.5.3 Matrices d’'une symétrie orthogonale

Soit sy la symétrie orthogonale par rapport & ’hyperplan H. Pour écrire une matrice de cette application
linéaire (qui est un endomorphisme et méme un isomorphisme c’est-a-dire un endomorphisme bijectif), nous

allons choisir une base adaptée a cette géométrie. Considérons donc une base {1)_1), @, cee L Up_ 1, v_n>} de R™
telle que {v_f, 05, , Un—i } soit une base orthonormée de H et {v_ﬁ} une base orthonormée de Ht. La base

donnée de R™ est donc aussi orthonormée. La symétrie vérifie donc

syt =v=1i=1,2---,n—1
et
su(vn) = — g

Nous en déduisons que la matrice de sy relative & cette base est

1 o o --- 0 0
0 1 o --- 0 O
0 0 O 1 0

o
o
o
|
—_
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3.6 Matrice d’une isométrie relative & une base orthonormée

3.6.1 Un retour sur la définition d’une isométrie
Rappelons qu’une isométrie de ’espace euclidien R” est un endomorphisme de R™ : f : R™ — R” vérifiant

&) p@)=X.Y

pour tout } et 7 vecteurs de R™. Nous avons vu également qu’un isométrie conservait les longueurs et les
angles. Nous en avons déduit

Proposition 17 Soit f une isométrie de R™ et soit {v_f, @, S ,U_>n} une base orthonormée de R™. Alors

est ausst une base orthonormée de R™.

En particulier, la base canonique {e_f, . ,e_,Z} étant orthonormeée, son image {f (e_f), e f (51))} par l'iso-
métrie f sera une base orthonormée. Nous allons nous servir de cette propriété pour écrire une matrice de
I’application linéaire f.

3.6.2 Matrice d’une isométrie relative & une base orthonormée

Rappelons que pour écrire une matrice d’'un endomorphisme, nous nous donnons au préalable une base de
R™, nous calculons les transformés des vecteurs de cette base que nous écrivons en colonne ce qui nous donne
la matrice de taille n X n. Prenons comme base, la base canonique qui est orthonormée. Les transformés
des vecteurs de cette base s’écrivent

— — — —
f(v_1>) :a1,16_1>+02,16_2>+"'+an,le_n>
v3) =ai2€i +ag2es + -+ an2€;

f(
f(v—>n) = al,n6—1> + a2,n6—2> + -+ an,naz>

La metrice correspondante se formant en mettant en colonne les coefficients de ces vecteurs, elle s’écrit

a1 ai2 o Alp
Ao |2 a2 o a
an,1 Aan2 - QAnn

que nous noterons aussi A = (a; ;, le premier indice est celui de la ligne et le deuxiéme celui de la colonne.
Comme chacun des vecteurs f (_>

e; est de norme 1, les coefficients de chacune des colonnes vérinfies
— - 2 2 2
flei) - f(ef)=1=ai; +a3;+ - +ay,,
N . — —\ . .. .
De méme les relations f(ef) - f(ej) = 0 pour ¢ # j impliques

1,01, + a2,ia2,5 + -+ Anian,; = 0.

L’écriture matricielle suivante synthétise ces deux relations : soit 4 la matrice transposée de la matrice
A, c’est-a-dire la matrice obtenue & partir de la matrice A en écrivant que la premiére ligne de ‘A est la
premiére donne de A, la deuxiéme ligne de 4 la deuxiéme ligne de A ainsi de suite jusqu’a la derniére ligne.
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Proposition 18 Soit A la matrice d’une isométrie relative a la base canonique de R™. Alors elle vérifie
AlA=U.A=1Id,

ot Id,, est la matrice identité d’ordre n. Une telle matrice sera appelée orthogonale. Inversement, si A est
une matrice orthogonale, alors elle est la matrice relative a la base canonique d’une isométrie de R™.

Par exemple, une symétrie orthogonale est une isométrie, sa matrice dans la base canonique est orthogonale,
par contre une projection orthogonale n’en est pas une. Nous allons déterminer dans le chapitre suivant
toutes ces applications et matrices dans le cadre de la dimension 2 et 3.



Chapitre 4

Les espaces euclidiens R? et R?

Nous allons nous intéresser ici & la géométrie vectorielle et euclidienne du plan et de I’espace.

4.1 Le plan euclidien

On considére le plan euclidien R? muni de son produit scalaire canonique : si X = (z1,x9) et Y = (y1,92)
sont deux vecteurs du plan, le produit scalaire est

Xk . 7 = x1Y1 + T2Yy2

et la base canonique {?1, e_2>} est une base orthonormeée.

4.1.1 Interprétation géométrique du déterminant

Considérons deux vecteurs )_(2 et ? de R2. La matrice associée a ce couple de vecteurs est la matrice
obtenue en mettant en colonne les composantes de ces vecteurs :

MX,Y) = <$1 yl) .

T2 Y2

Par définition, le déterminant de cette matrice est le scalaire
det M = z1y2 — x211.

Nous savons, depuis le cours de premiére année, que la famille {?, 7} est une base de R? si et seulement
si le déterminant det M est non nul. Nous allons retrouver ce résultat dans l'interprétation géométrique de
ce déterminant.

Considérons le plan euclidien, sa base canonique, et les deux vecteurs 7 et 7 représentés classiquement
par le graphe suivant

Considérons le parallélogramme dont deux cotés consécutifs sont supportés par les vecteurs donnés. Son
aire est égale & AB x CI. Si Z est le vecteur 7 = (—y2,91), alors

Y.Z=0dtM=X-Z.

39
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FIGURE 4.1 — Parallelogramme construit sur deux vecteurs.

Mais X-Z = H?H ||7|| COS(Y, 7) Comme cos(?, 7) = cos((?, 7)—}—77/2) = — sin(?, 7), nous obtenons
det M = —[|X|| [|Y]|sin(X, ¥)

et donc

|det M| = AB x CD x |sin(X, Y)| = AB x CI.
Ainsi
Proposition 19 Le déterminant de deux vecteurs exprimés dans une base orthonormée est égal, en valeur
absolue, a l'aire du parallélogramme construit sur ces deuz vecteurs.
4.1.2 Projection orthogonale

Soit D une droite vectorielle du plan R?, ¢’est-a-dire un sous-espace vectoriel de dimension 1. Si o] = (a,b)
en est une base, I’équation linéaire définissant cette droite s’obtient en écrivant que tout vecteur Y de D

est colinéaire & 77 : X = A{ soit (z1,22) = A(a, b). Ainsi, nous avons "les équations paramétriques "de D :

1 = \a
To = Ab
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L’équation linéaire s’obtient en éliminant le paramétre A entre ces deux équations : Supposons a # 0. Alors
A =z1a"t Aot 9 = 2107 b et donc

a tbry — 29 =0

ou bien, aprés multiplication par a

bx1 —azxy = 0.

Cette équation cartésienne de D s’interpréte donc en disant que tout vecteur } = (z1,22) de D est
orthogonal au vecteur 5 = (b, —a) qui est une base de T.Si a = 0, alors I'équation de D se résume a
x1 = 0. Revenons au cas a # 0. Ceci étant, d’aprés le calcul que nous venous de faire, I’équation cartésienne
de la doite D orthogonale & la droite D est

axri + brs = 0.

Une base est donnée par le vecteur v3 = (b, —a). Soit Y € R2. Déterminons le projeté orthogonal de Y sur
D. Pour cela nous devons calculer les composantes x}, 2/, de X relative & la base {of,v3}.

X = 2\ ot + 2hvs = (ax’y + bah)el + (bx) — axh)lmenty = x1ef + xoes.

Ainsi
z1 = ax) + bzl
xo = br — ax
ce qui implique
a L b
= x T
a2 027 a2
b a

Ty = 1 — xTo.
27 a2+ 12 a? + b?

Nous en déduisons que le projeté orthogonal de Y sur D, qui est le vecteur x’lﬁ, a pour composante dans

la base canonique
a b b
a2+ p2t + a2 + b2x2)(a’ )

pp(z1,22) = (

4.1.3 Isométries vectorielles de R?
Une isométrie du plan euclidien R? est un endomorphisme vérifiant

&) fH) =XV

pour fous } et 7 de R2. En particulier une isométrie transforme une base orthonormée en une autre
base orthonormée, ce qui implique qu'une isométrie est bijective. Soit {e_f, 6_2>} la base canonique. Elle est
orthonormée. Nous en déduisons que la famille { f (e_f)7 f (e_2>)} est une base orthonormée de R2. Posons

f(el) = aef +bes, f(e3) = cel + des.

La matrice de f relative a la base canonique est donc

(b )
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Comme {f(€7), f(€5)} est une base orthonormée, nous en déduisons le systéme algébrique

a2+ =1
c+d> =1
ac+bd =0.

Comme a? + b2 = 1, nous pouvons poser
a=cosf, b=sinf.

La troisiéme relation s’écrit alors ccos@ 4+ dsinf = 0 et de la deuxiéme relation nous déduisons qu’il existe
A = =£1 tel que
c= —MAsin#, d = Acos¥f.

1. Prenons A\ = 1. La matrice de I'isométrie f relative & la base canonique est donc
cosf —sind
sinf  cos#f
et f est donc une rotation vectorielle (de centre le point O) et d’angle 6.

2. Prenons A = —1. La matrice de I'isométrie f relative a la base canonique est donc
cosf)  sinf
sinf —cosf
et f est donc une symétrie orthogonale d’axe la droite vectorielle D ayant pour base le vecteur
0 0
%
( )-

v{ = (cos =, sin —

2 2

Proposition 20 Toute isométrie (vectorielle) du plan euclidien R? est soit une rotation de centre O, soit
une symétrie orthogonale par rapport a une droite vectorielle.

4.2 La géométrie euclidienne de R?

4.2.1 Vecteur directeur d’un plan, produit vectoriel dans R?

Nous pouvons toujours ramener la définition d’un plan vectoriel de R? comme le sous-espace vectoriel
constitué des éléments X = (z1,x2,x3) de R3 vérifiant I’équation linéaire

ari + bxg = cxs = 0.

Cette équation n’est unique qu’a un coefficient multiplicatif prés. Considérons le vecteur Z = (a, b, c) défini
par cette équation. Alors I’équation linéaire n’est rien d’autre que

X . 4A=o.

Les éléments du plan vectoriel apparaissent comme les vecteurs de R? orthogonaux au vecteur Z Ce vecteur
s’appelle un vecteur directeur du plan, tout autre vecteur directeur s’écrit A A avec X\ # 0.

Détermination d’un vecteur directeur : le produit vectoriel Supposons que nous connaissions une
base } = (z1, z2, 73), 7 = (y1,y2,y3)} du plan vectoriel P. Un vecteur directeur est orthogonal a } et &
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?. Considérons le vecteur Z de composante (xays — x3y2, T3y1 — T1Y3, 1Y2 — T2y1). On vérifie aisément
que
X . A=0 Y -4d=0.
Vérifions uniquement la premiére identité :
X - A = (s — wayo)a1 + (wsy1 — 21y3)ws + (2192 — Doy )73 = 0.
Ainsi ce vecteur Z est un vecteur directeur du plan de base {Y, ?}

Définition 22 Soient Y (1,22, x3), ? (y1,92,93)} deux vecteurs de R3. Le produit vectoriel de ces

deux vecteurs, noté Y A ? est le vecteur de composantes
XAY = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-
Nous avons démontré ci-dessus la propriété suivante

Proposition 21 i les vecteurs } (1,2, 23), 7 (y1,y2,y3)} sont linéairement indépendants, alors
? A ? est orthogonal au plan engendré par c? et 7 C’est dons un vecteur directeur de ce plan.

Nous en déduisons aussi

Corollaire 2 Les deuz vecteurs ? xl,xg,xg),7 = (y1,Y2,y3)} sont linéairement indépendants si et
_>
seulement si } A 7 #0.

Démonstration. En effet, si 7 )\? alors si nous calculons ? A 7 nous trouvons bien le vecteur nul.

Lemme 1 Pour tout ? et 7 dans R3, on a

IXAY2=1XATYIR - (X V)2
Démonstration. En effet

H} A 7H2 = ((vays — w3y2)% + (2351 — 71y3)? + (1Y2 — T2Y1)?
= (2} + 23 + 23) (v} + v3 + v3) — 2y} — 2393 — 2343

— XAV IAX - v)?

Nous en déduisons

XY X YR
RN ||?|12\|7||2

(Y ' ?)2 = cos? 6
DIEE

ot # est 'angle (}, 7) Ainsi 3 2
V2
%?L =1 —cos?f = sin?4.
XY (P

On en déduit



44 CHAPITRE 4. LES ESPACES EUCLIDIENS R? ET R?

Proposition 22 Soient Y et 7 deuz vecteurs de R3. alors
X A Y| = XY ||sino
ot 6 est 'angle (?,7)

Sur la base canonique, le produit vectoriel se comporte ainsi :

_>
einel=0, e Nne;=é35 e Nes=—es,
%
GAe=—¢;, SAes=0, eAej=r¢ef,
_>
esnel =e3, esNes=—ei, eshes=0.

Nous en déduisons les propriétés algébriques du produit vectoriel : pour tout Xz, 7, ? eR3

L XAY =V X,
2. ?A(a?+b?):a?/\?+bY/\?,
3. (YA?)A?JF(?/\?)AYJN?/\Y)/\?:6>.

La derniére identité montre que le produit vectoriel n’est pas une opération associative.

4.2.2 Le déterminant et le produit vectoriel

Rappelons que si
a1l 612 41,3
A= a1 a2 as3
as1 632 a3;3

son determinant se calcule, par exemple, & I’aide de la régle de Sarrus

det A = ay1a220a33 + a12a23a031 + a,1a32a13
—a1,3022031 — (2,103 2013 — 012023031

et nous savons que A est inversible si et seulement si det A # 0. Dans ce cas, 'inverse de la matrice A est
la matrice

Ain —Az1 Asg

_ 1
! —A1p Ao —Aszp

T det A

(attention a 'ordre des indices) ot A, ; est le dineur du coefficients a; ; obtenu en considérant la sous-matrice
d’ordre 2 de A obtenue en enlevant la ligne et la colonne contenant a;; puis en calculant le déterminant
de cette matrice d’ordre 2. Nous allons donner, comme dans le paragraphe précédent, une interprétation
géométrique de ce déterminant.

Considérons trois vecteurs de R? :
? = ($1,$2,1‘3), ? = (ylay27y3)a 7 = (21722; Z3)

de R®. La matrice de ces trois vecteurs est obtenue en mettant en colonne les composantes de ces trois
vecteurs :
1 Y1 2
M=z y2 2
T3 Y3 =3
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Proposition 23 Le déterminant de la matrice des trois vecteurs Y = (z1, 22, 73), 7 = (y1,Y2,93), 7 =
(21, 22, 23) ne dépend pas de la base orthonormée de R? choisie et est égal, en valeur absolue, au volume du
parallélépipéde supporté par ces trois vecteurs.

Démonstration. Considérons une deuxiéme base orthonormée {v?, 03, @} de R3. La matrice de passage de
la base canonique a cette nouvelle base correspond, par définition, & la matrice des trois vecteurs formant
cette nouvelle base. Or nous avons vu qu’une telle matrice de passage d’une base orthonormée & une autre
est une matrice orthogonale, c¢’est-a-dire, si nous notons par P cette matrice, elle vérifie

pl=tp.
Exprimons les trois vecteurs donnés {}, 7, 7 dans la nouvelle base :

—
X = 207 + 2hvh + 250
/= e e

= Y1vi + Yv2 + Y303
T S

= 2] 0] + 2505 + 2403

Ainsi la matrice M’ de ces trois vecteurs exprimés dans la nouvelle base est

/ / /

T Y #

! / / /
M =\1xy5 ys 24
/ / /

T3 Ys Z3

Le lien entre les matrices M et M’ est donné dans la relation fondamentale, vue en premiére année mais
que nous reprendrons au dernier chapitre :

M =P 'MP

Comme le determinant d’un produit de deux matrices carrées d’ordre n est le produit des déterminants (ce
qui est faux pour la somme), nous en déduisons :

det M’ = det P~! det M det P.
Or det P~! = (det P)~!, et ceci implique
det M’ = det M.

Notons que pour obtenir cette relation, nous n’avons pas utilisé le fait que la mouvelle base soit orthonormée.
L’importance de cette hypothése va apparaitre dans ce qui suit. Le déterminant de M est

det M = T1Y223 + Y1223 + T2Y321 — 22Y2X3 — 23Y3T1 — Y1T2%3.
Nous pouvons ’écure comme un produit scalaire :
det M = z1(z2y3 — x3y2) + 22(23y1 — 21Y3) + 23(T1Y2 — T2y3).

Rappelons que
Y A 7 = (w2y3 — ¥3Y2, T3Yy1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y3).-

det M =(XAY)-Z.

Alors
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Notons que pour les mémes raisons, nous aurons aussi
detM=(ZAX)-Y=(YAZ)-X.

On prétera attention & I'ordre d’écriture des vecteurs.

Comparons ce produit scalaire avec l'aire du parallélépipéde supporté par les trois vecteurs donnés, que
nous supposons indépendants, sinon le parallélépipéde serait un peu plat. Rappelons que le volume est égal
au produit d’une base par la hauteur issue de cette base. Commencons par calculer I’aire de la base définie par
les vecteurs 7 et Y. Ces deux vecteurs déterminent un plan P. En utlhsant le procédé d’orthogonalisation

de Gram-Schmidt, nous en déduisons que les vecteurs )_(> et ? ? — || || 5 Y forment une base orthogonale
X

de P. Considérons donc la base orthonormée {7 % Les composantes des vecteurs 7 et ? relatives

a cette base sont respectivement ( ||}|] % et ( ,|1Y1l]). D’aprés le paragraphe précédent, l'aire du

et 7 est le déterminant de la matrice

(HYH YV)

parallélogramme définie par les vecteurs

o |7

et donc égale a || X||.||V1]| et V1] = |[Y][2 - 2(\\7H2 n @l;ff —IP|2+ ff‘?”?f. Si A désigne Daire de

L= X2 YR - &V

La hauteur issue de cette base correspond en valeur absolue au produit scalaire de 7 avec le vecteur unitaire
orthogonal au plan. Si nous notons par h cette hauteur, nous avons donc

“ (o ?)

ce qui donne comme volume du parallélépipéde :

V2= (IXIP IV IP - (X -Y)?) (éﬁ—% : 7)

et comme H? A ?HQ = H?H%\?HQ — (? -Y)2, nous obtenons
— (X AY) Z)? = (det M)?

ce parallélogramme, alors

d’ou la proposition.

4.2.3 Le produit mixte dans R?

Définition 23 On appelle produit mixte de trois vecteurs Y, 7 et ? de R3, le nombre
X (YA2)

L’expression analytique de ce produit mixte est

X (7 A 7) = 21(y223 — y322) + x2(y32z1 — y123) + T3(Y122 — Y221)-
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On en déduit immédiatement

X YAZ)=(XrY) Z.

De plus, d’aprés les résultats du paragraphe précédent, le produit mxte est égal au déterminant de la mateice
des trois vecteurs (X, Y, Z). Il est donc égal en valeur absolue au volume du parallélépipéde supporté par
les trois vecteurs.

4.3 Les isométries vectorielles de R3

Rappelons qu’une isométrie de R? est un endomorphisme vérifiant
X V)=X.Y

pout tout ? et 7 dans R3. Un tel endomorphisme est bijectif et sa matrice relative & une base orthonormée
est orthogonale,c’est-a-dire vérifie
ATl =tAg

En particulier, le déterminant de A vaut 1 ou —1.

Nous dirons que 'isométrie est directe si det A = 1. Sinon nous dirons qu’elle est indirecte. Notons que ces
définitions ne dépendent pas de la base orthonormée choisie, car si A’ est la matrice de la méme isométrie
mais relative & une autre base orthonormée, alors

A'=P AP
oll P est la matrice de changement de bases et donc
det A’ = det P! det Adet P = det A.

Le but de ce paragraphe est de déterminer la nature de ces transformations de l’espace. Nous avons vu
dans les chapitres précédents, que les symétrie par rapport & un plan étaient des isométries. Est-ce que il
en existe d’'une autre nature? En dimension 2, nous avons caractérisé toutes les isométries par un calcul
algébrique. En dimension 3, nous ne pouvons pas trop compter sur une telle approche. En effet si

ar b1 o
A= a9 bg (&)
a3 by «c3

est une matrice orthogonale, la relation ‘AA = Id est équivalente au systéme algébrique

(a2 +a3+a3 =1,
b3 + b3+ b3 =1,
A+ci+cd=1,
a1by + asbs + agbs = 0,
aycy + agses +azcz =0,
bici + baco + byes = 0,

et nous sommes bien démunis pour résoudre de tels systémes algébriques. Nous allons donc utiliser une
toute autre approche plus liée au calcul matriciel : 'idée est de caractériser une isométrie en déterminant
une base orthonormée "‘adaptée"’ a cette isométrie dans laquelle la matrice s’exprimera simplement. Nous
I’avons vu pour une symétrie par rapport & un hyperplan, en utilisant une base orthonormée qui est obtenue
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en complétant une base de 'hyperplan, la matrice de I'isométrie n’avait que des éléments (des 1 et des —1)
sur sa diagonale. C’est cette approche que nous allons utilser. Pour commencer, nous allons regarder s’il
existe des sous-espaces invariants :

Définition 24 Un sous-espace vectoriel propre F' de R3, c’est-a-dire une droite (dimension 1) ou un plan
(dimension 2) est dit invariant par un endomorphisme f de R3 si f(F) C F, autrement dit si

VXnF, f(X)eF.

Supposons & présent que f soit une isométrie de R3. Soit F' un sous-espace propre de R?. Son orthogonal
lui est supplémentaire :
FoFt =R

Proposition 24 Soit f une isométrie de R3. Si F est un sous-espace propre invariant par F, alors son
orthogonal F+ est aussi invariant par f.

Démonstration. Nous devons montrer que pour tout 7 € F1, le vecteur f (?) est aussi un vecteur de F*.

Soit donc un vecteur quelconque Z € F' et montrons que Z - f(Y ) = 0. Comme isométrie f est bijective
et comme F est invariant par f, la restriction de f & F est un isomorphisme de F'. II existe donc un vecteur
X € F tel que 7 = f(?) Ainsi

Z-f¥) =) f¥)=X-Y =0
car X € Fet Y € FL. Ainsi Z - f(?) = 0 pour tout vecteur de F' et donc f(?) € Ft.

Lemme 2 Soit g un endomorphisme de R3. Alors il existe un sous-espace de dimension 1 invariant pour
g.

Démonstration. En fait ce résultat, ici intermédiaire, sera généralisé et commenté dans le chapitre suivant
concernant ’étude des endomorphismes de R™. Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension 1 et soit X un
vecteur non nul de F'. Si F' est un sous-espace invariant, comme il est de dimension 1, alors il existe A € /R

tel que
F(X) = AX.

Cette équation s’écrit aussi f (Y) ~2X = 0 ou encore
(f = Md)(X) = 0

ou Id désigne I'application identique de R3. Nous en déduisons que ? est un vecteur du noyau de l'ap-
plication linéaire f — AId. Comme /X X est supposé non nul par hypothése, ce noyau n’est pas réduit a
{0 }. L’application f n’est donc pas injective, elle n’est donc pas bijective. Or nous savons qu’un endomor-
phisme d’un espace vectoriel est bijectif si et seulement si le déterminant de n’importe quelle matrice de
cet endomorphisme est nul. Ainsi

det(f — AId) = 0.

Calculons ce déterminant. Supposont que la matrice de f dans la base canonique (ou une autre) soit

ar b1 o
M = a9 bg Co
a3 bz c3
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Alors
al b1 C1 A0 O ay — A bl C1
M — Xd= a bg Co - 0 A O = a9 bg - A Co
as bg C3 0 0 X as bg C3 — A
Ainsi

det(M — XId) = (a1 — A)(ba — N)(c3 — A) + bicaas + azbsca
—Clag(bg — )\) — b1a2(63 — )\) — 021?3(611 — )\)
= )3 + )\2((11 + by + 63) — )\((1)203 — Cgbg) + (a103 — agcl) + (CleQ — agbl)) + det M.

Ainsi I'équation det(M — AId) = 0 est une équation polynomiale de degré 3 et toute équation polynomiale
de degré impair a toujours une racine. Ainsi il existe toujours A € R tel que ’ensomorphisme f — A\Id) ait
un noyau non nul. D’ou le lemme.

Proposition 25 Soit f une isométrie de R3. Il existe une droite vectorielle D invariante par f et si
P =D, alors P est aussi invariant par f.

En conséquence, si {01, U3, 03} est une base orthonormée de R telle que {v7 } soit une base de D et {v3, 05}
une base de P = D, alors la matrice de f relative & cette base, comme D et P sont invariants par f, est
de la forme

A0 O
M1 = 0 Uy u2
0 ug uy

Cette matrice étant orthogonale, nous en déduisons que A = 1 et que la matrice
U1r U2
us U4

Théoréme 9 Soit f une isométrie de R3. Il existe une base orthonormée de R® dans laquelle la matrice
de f est de la forme

est une matrice orthogonale dans R?.

+1 0 0
0 cos@ —sinf
0 sinf@ cosf

ou de la forme

+1 0 0
0 cosf sin6
0 sinf —cosf

Quelles sont les transformations associées & ces matrices? Soit {U_1>, ’U—>2,U—3>} la base orthonormée dans
laquelle la matrice M de lisométrie f est I'une des matrices ci-dessus. Notons par D la droite vectorielle
de base v] et par P le plan vectoriel de base {U_>2, U_3>} qui est Porthogonal de D : P = D+,

1. Considérons le cas ou M est la matrice

1 0 0
0 cosf —sind
0 sinf cosé@
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Le déterminant de cette matrice vaut 1, c’est une isométrie directe et cette isométrie est une rotation.
La droite vectorielle D de base vf est invariante, de plus la restriction de I'isométrie sur cette droite
est 'identité. Le plan P de base {172),1)_)3} est aussi invariant par l'isométrie f. Sa restriction a P
est, d’aprés le paragraphe précédent, une rotation d’angle 6. Ainsi, dans ce cas, 'isométrie f est une
rotation d’axe D et d’angle 6.

Notons que nous pouvons décomposer cette isométrie ainsi :

FX) = (cos0) X + (1cos0)(X - 57)T] + sin 657 A X.

. La matrice M est

1 0 0
0 cos@ sinf
0 sinf —cosf

Le déterminant vaut aussi —1, c’est une isométrie indirecte. La restriction de 'isométrie & la droite
vectorielle D est Id. Le plan P est invariant par f et sa restriction & P est une symétrie orthogonale

%

d’axe le vecteur vj = cos 511—5 + sin §U—§ Ainsi le plan Py engendré par les vecteurs indépendants v—f et

V4 est invariant par cette isométrie qui en restriction & ce plan est 'identité. Nous en déduisons que
f est une symétrie orthogonale par rapport au plan P;.

. Sila matrice M est

-1 0 0
0 cosf —sinf
0 sinf cosf

Son déterminant vaut —1, I'isométrie f est indirecte. Mais la matrice M peut s’écrire comme le produit

-1 0 O 1 0 0
1 0)]-10 cosf —siné

M=1]0
0 0 1 0 sinf cosd

La premiére matrice représente une symétrie orthogonale par rapport au plan P. La deuxiéme matrice
est celle d’une rotation. Ainsi I'isométrie f est ici le composé d’une symétrie orthogonale et d’une
rotation.

. La matrice M est

-1 0 0
0 cosf sind
0 sinf —cosf

Le déterminant vaut —1 et 'isométrie est indirecte. ici aussi la matrice M s’écrit comme un produit

-1 0 0 1 0 0
1 0]-10 cosf sind

M=1]0
0 01 0 sinf —cosf

et I'isométrie est la composée de deux symétries orthogonales.

Nous en déduisons

Théoréme 10 Soit f une isométrie vectorielle de R®. Alors f est soit une rotation (de centre O, soit une
symétrie orthogonale par rapport a un plan, soit une composée de ces deuz types d’isométries.
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Par exemple, la symétrie centrale qui s’écrit f (?) = —? a pour matrice —Id dans la base canonique. Cette
matrice est le produit

-1 0 O -1 0 0 1 0 0
M=10 -1 0]=({0 120).{0 -1 O
0 O 1 0 01 0 0 1

la premiére matrice du produit représente une symétrie orthogonale par rapport au plan ayant pour base
{6—5, e—3>} bet la deuxiéme matrice une rotation d’axe la droite portée par le vecteur el et d’angle 8 = .

Un des exercices qu’il faut bien maitriser est celui de reconnaittre, lorsqu’une isométrie est donnée par
sa matrice dans la base canonique (ou une autre), de quel type de transformation il s’agit. Par exemple,
donjon nous une matrice orthogonale

ar b1
M = as b2 Co
az bz c3

Est-ce que cette matrice représente une rotation ? Pour répondre, nous devons

1. Déterminer si la valeur 1 est une valeur propre, c’est-a-dire si elle est racine du polynéme
det(M — AId) = 0.

Si ce n’est pas le cas, ce n’est pas une rotation autour d’un axe. Si c’est le cas, on calcule un vecteur
of tel que f(v] = of.

2. On détermine le plan orthonormé a 71 en déterminant une base orthonormée de ce plan, par exemple
en résolvant 1’équation v - =0.

3. Si {v—%, v—3>} est une base orthonormée de ce plan, on calcule f (11—5) que 'on décompose dans la base du
plan pour en déduire 'angle 6.



