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Introduction:

Le son est de nature ondulatoire. Il correspond a une vibration qui se propage dans le temps.
Pourtant, quand on écoute un instrument de musique, on n’entend pas une vibration (fonction
du temps), mais une note, c’est-a-dire une fréquence. Notre oreille a donc pesé le poids relatif
de chaque fréquence dans le signal temporel : elle a calculé la transformée de Fourier du signal
original.

La transformée de Fourier permet aussi de résoudre des équations différentielles ou des
équations de convolution, qu’elle transforme en équations algébriques.

1. TRANSFORMEE DE FOURIER

La transformation de Fourier est une sorte d’analogue au développement en série de Fourier

(sous sa forme complexe) d'une fonction T-périodique.
1
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1.1. Définition.

Définition 1. Soit f : R — C (f fonction réelle ou complexe, d’une variable réelle). On

appelle transformée de Fourier de f et on note f ou F(f): R — C (fonction complexe d’une
variable réelle) définie pour tout w € R par :

“+oo

) = F(f)(w) = / e () dt

o0

Si f est une fonction de L*(R) (c’est-a-dire que f_t:o | f(x)|dx est convergente) alors la trans-
formée de Fourier de f, F(f), est définie sur R.

Ainsi la transformation de Fourier ne s’applique qu’a une catégorie restreinte de fonctions:
de nombreuses fonctions usuelles, par exemple f(t) = ¢, f(t) = sint ou f(t) = €' ne sont pas
transformable au sens de Fourier du fait que I'intégrale de Fourier associée diverge en +o0o ou
—00.

Exercice Montrer que la fonction U(t) = 1 si ¢ > 0, 0 sinon n’admet pas de transformé e de
Fourier.

L’hypothese f € L'(R) signifie donc que l'intégrale généralisée

[ s

—00

est convergente. Cela implique que I'intégrale généralisée a parametre

/ +OO e @t f(t)dt

[e.e]

converge normalement et donc la transformée de Fourier de f existe pour tout w € R. De plus,
le convergence normale implique que f est continue.

La transformée de Fourier existe pour certaines fonctions n’appartenant pas a L'(R) par

exemple la fonction f(t) = 2% n’est pas dans L'(R) par contre

Fe) = [ e

[e.9]

est convergente donc la transformée de Fourier de f est bien définie.

On pourrait aussi montrer qu’il existe des fonctions f qui ont une transformée de Fourier ]/”\
mais dont la transformée de Fourier de fA n’existe pas (l'intégrale généralisée correspondante
est divergente) et en particulier des fonctions de L'(R) dont la fonction f est pas dans L'(R).
Cet espace n’est donc pas stable par la transformation de Fourier. Cependant, si
'on prend la fonction f dans L'(R) on récupere des propriétés sur la fonction ftelles que:

Théoréme 1. Si f est dans L*(R) alors F est continue et bornée.
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1.2. Exemple. Calculons la transformée de Fourier de la fonction triangle:
1+tsi —1<2<0
ft)=¢9 1—-tsi0<zx<1
0 sinon.

La transformée de Fourier de f est

F(H)w) = +mfuk4mﬁ:i/%1+tk”“ﬁ%i/%l_tk”mﬁ.

-1

On a, pour tout w # 0, en intégrant par parties,

0 —iwt] 0 0 —iwt] 0 iw
] 1 ; -1 1 -1 1-
/ (1+t)e “dt = {(1 +t)6 , } = et = 4 [6 , } - 26
1 —w |, w )y W W | —w | W w
et
1 ) e iwt 1 1 1 A 1 1 eiwt 1 1 e _ 1
[a-vesa— oot -2 [ema- Lo L] - Lo
0 —w |, W Jp w W [ —iw ], W w
d’ou
2 —2cos(w)  2(1 —cos(2¥))  4sin®*(%)
Fifw) = —— ) - 2R )

De plus pour w = 0 on trouve F(f)(0) = 1 et c’est la limite quand w tend vers 0 de la
fonction que 'on a trouvée précédemment donc on a, pour tout w € R

F()(w) = 2 —2cos(w) _ 2(1 — cos(2%)) _ 4sin® (%)

w? w? w?

(en considérant cette fonction comme prolongée par continuité en 0).

1.3. Transformées de Fourier classiques.

fonction f (variable t) | trans. de Fourier 13 (variable w)

(temporel) (frequentiel)
e—a|t| 22a
a?+w?

m™ - 2
e—at2 Ze T
a

. 1si ‘t’ <L sin(Lw)
f(t)_{OSi\t]>L 270

pour a > 0.

2. PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

2.1. Linéarité de la transformation de Fourier. La transformée de Fourier est linéaire:
Soit f et g deux fonctions de L*(R) et A\, u € C. On a

FAf + png) = AF(f) + nF(g).



4 ENSISA Chapitre 3. Transformation de Fourier

2.2. Dérivabilité de f (du coté fréquentiel). D’apres les résultats rappelés au chapitre 1
sur les fonctions définies par des intégrales, si I'intégrale

+oo
/ te " f(t)dt

o0

converge uniformément, par exemple si tf(t) € L'(R), alors la fonction fest dérivable et on a

Fllw)=—i / " et Ft)dt.

o0

Plus généralement, si t"f(t) € L'(R), alors f est n-fois dérivable et

FOw= i [ e

e}

2.3. Dérivabilité dans le domaine temporel.

Théoréme 2. (Dérivation dans le domaine temporel) Si f est de classe C*(R) (dérivable et
de dérivée continue) et f et ' sont dans L*(R) alors f vérifie

lim f(t)=0= lim f(¢)

t——+o00 t——o0

et on peut en déduire que

f' (W) = iwf(w)

et ausst

o~ ~

lim f(w)=0= lim f(w)

w—+00 wW—r—00

Les propriétés pour la fonction fs’obtiennent par intégration par parties

o~ +oo . . Yoo |

' (w) = f/(t)e—zwtdt = [e—zwtf(t)]jg + iw f(t)e—zwtdt
o o0

d’ou

Ceci entalne que

car la fonction f’ est bornée.
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2.4. Autres propriétés. On a le tableau suivant

f (variable t) F(f)=Ff (variable t)
F(Be Flw—a)
(Decalage domaine frequentiel)
[t —a) e f(w)
(Decalage domaine temporel)
(—it)" £ (1) )
o) (iw)? f (w)
r(5) M)
(Changement echelle)

Pour tout f de L;(R) la fonction ¥ est continue et tend vers 0 en l'infini.
On dit que la transformée de Fourier échange la régularité et la décroissance en l'infini.

Remarque: La premiere ligne du tableau signifie par exemple que, pour g : t — f(t)e’ on a

o~

Fl9)(w) =g(w) = flw—a)

ce qu’on écrira plus simplement (par abus de language),

F(f#)e™)(w) = f(w—a)
ce qui évite d’avoir a introduire la fonction g et montre bien le lien avec la fonction f.

Remarque: Il est possible de choisir une définition alternative pour la transformation de Fourier.
Ce choix est une affaire de convention dont les conséquences ne se manifestent (en général) que
par des facteurs multiplicatifs constants. Par exemple, certains utilisent :

) == [ e

ou encore
“+oo

Ff)(E) = / BT £(1) .

o0

On aura par exemple

Ff(B)e™)(E) = Falf) (€ - 5-)

2.5. Produit de convolution. On appelle produit de convolution des fonctions f et g, la
fonction

h=fxg

définie par
+o0o

)= [ Fglt —uydu

sous réserve de convergence de l'intégrale introduite.

Grece au changement de variable u =t — u, on montre que

fxg=gx*/[.
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Théoreme 3. Effet de la transformée de Fourier sur le produit de convolution de fonctions
Soit f et g deux fonctions et f x g leur produit de convolution

F(fxg)=F(f) Flg)

3. FORMULES DE RECIPROCITE DE FOURIER

Sous certaines conditions, il est possible d’inverser la transformée de Fourier, ¢’est a dire de
retrouver f en connaissant f.

Théoréme 4. Si f et f sont toutes deuz dans L*(R), on pose

+oo R
oa) =5 [ e Far

— 00

Alors g est une fonction continue sur R et f = g presque partout.

Donc deux fonctions intégrables qui ont méme transformée de Fourier sont égales presque
partout. Dire que deux fonctions f et g de L'(R) sont égales presque partout signifie que
I’ensemble

A={z eR, f(z)#g(z)}

est négligeable (de mesure nulle pour la longueur dans R). Par exemple un point, une famille
finie de points sont des ensembles négligeables. Si f et g sont différente sur un ensemble de
mesure nulle, alors

[T -a@i=o

—00

Remarques.

(1) Soit f une fonction de L'(R). Sa transformée de Fourier existe. Mais celle-ci n’est pas
forcément intégrable. Le théoreme de réciprocité ci-dessus n’a de sens que lorsque f et
f:admettent des transformées de Fourier. On peut donc supposer en particulier que
feLl'(R).

(2) Supposons que f soit continue par morceaux avec des points de discontinuité de premiere
espece et que la transformée de Fourier de f existe:

F(HE) = ft) = (z)e ™' dx.

— 00
Dans ce cas, le théoreme ci-dessus s’écrit: si la transformée de Fourier de f existe, alors

1

5 [Fh) + 6]

1 [t "
=— F(f)(t)e"dt

5| FDe
Lorsque f et F(f) sont absolument intégrables sur | — oo, +00] et lorsque f est continue

on a
1 [t

FHFUN(@) = flz) = 5 F(f)(t)e"dt.

—00
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(3) Autre cas particulier intéressant: Si f est deux fois dérivable avec la dérivée et la
dérivée seconde continues, si de plus f, f’, f” sont intégrables, alors 'inversion de la
transformée de Fourier est possible et on a

1 Feo

fx) = o flt)e dt.

T o oo

Cette formule signifie aussi que

~

f (=) =2mf(t)

4. THEOREME DE PLANCHEREL: GENERALISATION DE LA TRANSFORMATION DE FOURIER
A DES FONCTIONS DE L*(R)

L’espace L'(R) n’est pas forcément le meilleur cadre pour définir la transformée de Fourier,
car L'(R) n’est pas stable par la transformée de Fourier. On préfere souvent 'étudier sur
L*(R).

Mais on ne peut pas en général définir la transformée de Fourier d'une fonction de L*(R)
(fonction dont [">7| f(¢)|?dt CV) par la formule usuelle car Uintégrale [ > f(t)e~""'dt n’a pas
de raison d’exister pour une fonction quelconque de L?*(R). On peut néanmoins définir la
transformée de Fourier-Plancherel de f par le théoréeme suivant :

Théoreme 5. Soit f une fonction de L*(R). Pour A > 0, on définit :

oalf)(z) = / fae

Alors, o(f) converge dans L*(R) quand A tend vers linfini vers une fonction F(f) qu’on
appelle transformée de Fourier-Plancherel de f.

En outre, si f est dans L'(R) N L*(R), alors F(f) concide avec la transformée de Fourier
usuelle de f.

5. FORMULES DE PARSEVAL ET DE PLANCHEREL

Les fonctions couramment utilisées dans la transformation de Fourier sont des fonctions de
L'(R) mais aussi de carré intégrable, c’est-a-dire que 'intégrale fj;o | f(t)|?dt est convergente
(le module est inutile si f est réelle). On a alors

/Oolf(t)IQcit:i Ool]:(f)(x)|2dx

(formule de Parseval)

Plus généralement on a
+00 1 +00

f@t)-g(t)dt = —— F(f)(x) - Flg)(x)dx

2 J_

(formule de Plancherel)

L’intégrale | j;o f(t)-g(t)dt définit sur I'espace des fonctions transformables au sens de Fourier

un produit scalaire hermitien qui a un coefficient % pres, se conserve dans la transformation
de Fourier



8 ENSISA Chapitre 3. Transformation de Fourier
6. APPLICATIONS

Les propriétés de la transformée de Fourier notamment celles concernant la dérivation
de f et la translation sont a l'origine d’applications de la transformation de Fourier a
des équations fonctionnelles, c’est-a-dire o ’inconnue est un fonction; en particulier,
équations aux dérivées partielles, par exemple le probleme des cordes vibrantes.

Pour les équations différentielles, on utilise plus couramment la transformation de
Laplace, valable dans des hypotheses plus larges.

La transformation de Fourier est utilisée en physique et en théorie des signaux

On a vu qu’il est possible de choisir une définition alternative pour la transformation de
Fourier. Par exemple

+o0
Folf)(w) = / &2 (1)t

[e.e]

avec f un signal donné en fonction du temps ¢ en secondes et w la fréquence donnée en Herz.
La représentation temporelle peut étre suffisante dans les cas ou la forme du signal et la nature
du traitement restent simples. Dans la réalité, les signaux nont pas toujours une forme simple
soit en raison de la nature de linformation qu’ils portent, soit en raison du traitement quils
doivent subir. Lunique représentation du signal en fonction du temps savere insuffisante : elle
ne permet plus dinterpréter correctement 'information. Dans de tels cas, la représentation
du signal en fonction de la fréquence est tres utile. La transformée de Fourier est un outil
mathématique qui permet d’établir une dualité entre deux représentations différentes d’un
signal mais complémentaires au niveau de l'interprétation des résultats. Elle effectue le passage
du domaine temporel au domaine spectral (fréquentiel). Son résultat est appelé spectre dun
signal.
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Exercices

Exercice 1 Démontrer, grace au calcul direct intégral, les transformées de Fourier suivantes:
2a
1) F(e—altl =
(1) Fle ) w) =
_f 1sifz| <L B
(2) pour f(t) —{ Osi|z|> L ona F(f)(w) =2

ou a et L sont des réels strictement positifs.

sin(Lw)
w

Exercice 2 Soit k une constante fixée, f une fonction donnée de L'(R). On cherche les
fonctions y € L*(R) vérifiant 1’équation fonctionnelle

y(t) = kly(t +1) =yt = 1] = f(?).
(1) Transformer cette équation par la transformation de Fourier
(2) En déduire la transformée y
(3) En déduire 'expression de y sous forme d’une intégrale.
(4) Quelle condition doit vérifier k7

Exercice 3 On va utiliser les transformées de Fourier pour calculer 'intégrale

+0o0
/ cos(tx) n
0

a? + t2

ol « est un réel positif.

(1) Calculer la transformée de Fourier de f(t) = e~/

(2) Montrer que la fonction f vérifie la formule d’inversion

(3) En déduire
+o0o
/ C(;S(tl‘) it
o a24t?

Exercice 4 Trouver la transformée de Fourier de la fonction te™

alt|

Exercice 5 Résoudre a 'aide des transformation de Fourier ’équation différentielle linéaire
du second ordre, avec un second membre f supposée dans L'(R) et w € R*:

1
59 T9=1

Exercice 6

(1) Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier, a € R. Calculer la trans-
formée de Fourier de la fonction g définie par g(t) = f(t)cos(at).
(2) Soit f une fonction paire admetteant une transformée de Fourier. Montrer que
+oo
flw)=F(f)w)=2 f(t)coswtdt.
0
(3) Soit f une fonction impaire admettant une transformée de Fourier. Montrer que
flw)=F(f)(w) =—2i f(t)sinwtdt.

0
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Exercice 7 Soit a > 0. Calculer la transform’ee de Fourier de la fonction f dfinie par
f(t) = @*CLt2 On admettra que fjoooo eitzdt _ ﬁ

Exercice 8 Soit a > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie par

1
f(t) = PR a l'aide des propriétés de la transformation de Fourier et du tableau.
a

Exercice 9

(1) Soit a > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction i définie pour tout t € R
par h(t) = e “U(t) (ot U est la fonction de Heaviside c’est-a-dire que U(t) = 1 pour
t >0 et 0 sinon).

(2) En déduirer les transformées de Fourier des fonctions f et g définies par f(t) = e~
et g(t) = e “U(t) — e U(L).

(3) En déduire la valeur des intégrales

400 ~+o00 .
/ cos(wt)dt ot / tsm(wt)dt

12 + o2 o PP+ a?

o0

Exercice 10 Un exemple de alcul du produit de convolution de fonctions grace a la transfor-
1

mation de Fourier. Calculer f x g avec f(t) = 7z et g(t) = ﬁ avec a,b > 0.

Exercice 11 Utilisation de la formule de Parseval.
+00 gintt dt
0 e

Calculer
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Corrigé des exercices
Exercice 1 Démontrer, grace au calcul direct intégral, les transformées de Fourier suivantes:

(1) Fle)w) = =

a? + w?
On a

I(e—a|t|>(w) _ f—i-oo e—a|‘t\e—iwtdt: fi)oo 6at‘6—iwtdt+f0+oo et p—iwt Iy
— fi)oo e(a—zw)tdt+f0+°° e—(a+zw)tdt

e(a—iw)t t=0 e—(a—l—iw)t t=0
= R =
a—iw |, —(a+iw) |, ,

Or elomlt — eate=wt o () car [e™™! < 1 et e — 0. De méme e~ @+t —

|
8

t——o00 t——o00
e” e —5 (car [e7™| <1lete™ — 0. Ainsi
t——+o00 t——+o00
—alt| _ 1 1 _ atiwtae—iw __ _ 2a
]:(6 )(CU) T a—iw + atiw — (atiw(ea—iw)) ~ a?tw?”

@ pour 10 = { o4 [ ST ona AP =2

ou a et L sont des réels strictement positifs. On a
FU) =[5 et = [*, e
= [ cos(wt)dt +i [*, sin(wt)dt = 2 fOL cos(wt)dt

(cos est paire et sin est impaire)
_ [—sz’n(wt)} =t 5 sin(wl)

sin(Lw)
w

w w

0

Exercice 2. Soient k£ une constante fixée et f une fonction donnée de L*(R). On cherche les
fonctions y € L*(R) vérifiant 1’équation fonctionnelle

y(t) = kly(t+1) —y(t = D] = f(1).
(1) Transformer cette équation par la transformation de Fourier

Compte tenue de la linéarité et de la formule de transformée d’une fonction translatée,
on a

G(x) = ke (@) + e*y()] = [lx)
(2) En déduire la transformée y

i) = 2
1 —2kcosx
(3) En déduire 'expression de y sous forme d’une intégrale. D’apres la formule d’inversion,

on a N ~
y(t) = %/Oo 1— 2kcosz. d
(4) Quelle condition doit vérifier £? Le dénominateur doit étre différent de 0. Pour k = 0
c’est le cas. Pour k # 0 on a 1 —2kcosx = 0 < cosx = ﬁ Si i > 1 il n'y aura
pas de valeur de x annulant le dénominateur. Cela correspond a k > 0 et k£ < % De
meéme si ﬁ < —1 il n’y aura pas de valeur de z telle que le dénominateur s’annule.
1 1 L oe

Cela correspond a k& < 0 et k > 5. Réciproquement si k < = ou k > 3
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dénominateur s’annule pour certaines valeurs de x € R et I'intégrale n’est pas définie.
Ainsi la condition que doit vérifier k est

11
kel|l——= -]
]33]

La fonction y sera alors définie par exemple si 1_5,&’?0 — est dans L'(R).

Exercice 4 Trouver la transformée de Fourier de la fonction te~% avec a > 0.

On sait que

Fle ) (w) = i‘le.
De plus R
F(tf(t)(w) =if'(w)
d’ou

—2w —4iaw
Flte ) (w) =i x 2a x =
(fe ) @+ (@t
Exercice 5 Résoudre a 'aide des transformation de Fourier I’équation différentielle linéaire
du second ordre, avec un second membre f supposée dans L'(R) et w € R*:

1
9 T9=1

On applique formellement la transformée de Fourier qui est linéaire:

~

397 () +§(u) = Flw)

d’ot, en utilisant la propriété de dérivation (en fréquence)

1, . - u? - ~
i3l + ) = (25 1) 3t0) = Fw
ou encore
) = L Fl) = 2
u) = u) = ———f(u
g 1+ ;‘}—22 w? + u?
On va faire apparatre w2w—+2u2 comme la transformée de Fourier d'une fonction h:
w? wP w] 2wl
w2 +u? w2 +u? 2 |w]? +u?
o ul _2Jul jul
~ w| 2w w
_ 1= — 2 —[wl[¢]
h(u) 2 Tl + a2 avec h(t) = 5 € :
Ainsi -
g(u) = h(u)f(u) = h* f(u)
Finalement

)= 0 [ e g

est solution de I’équation différentielle.
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Exercice 3. On va utiliser les transformées de Fourier pour calculer I'intégrale
+o0o
cos(tx
o a4t?

—alz|

ol « est un réel positif.

(1) Calculer la transformée de Fourier de f(z) =e

-~

On a f(t) = &

R
(2) Montrer que la fonction f vérifie la formule d’inversion.

Montrons que la fonction f € L(R).

~

Pour tout t € R on a |f(t)] = % Or % ~ 2a3 et puisque [0 L est CV

(intégrale de Riemann CV car 2 > 1). On a le méme résultat pour —oo. Ainsi

+oo
/ | f(t)|dt est convergente

et f e L*(R). Comme de plus f est continue sur R on a

1 +o00 N 1 +oo } 2 +o0 ixt
f(2) / et F (1) dt et _gp =2 / S

21 ) _ o 27 ) _ o a? +t2 T J o %+ t2

(3) En déduire
+oo
/ C(;S(t]?) it
0o a4t?

On a e = cos(xt) + isin(zt). Comme sin est une fonction impaire (Vo € R, f(—x) =
—f(z)) et la fonction g définie par g(t) = Q%HQ est paire, I'intégrale

+o00 1
in(xt)———=dt = 0.
/ sin(zt) T

2
oo Q@

Comme cos est une fonction paire (Vo € R, f(—z) = f(z)) et la fonction g paire,
I'intégrale

+o00 1 +o0 1
/_ COS(ZEt)mdt = 2/0 COS(xt)mdt

On a donc
200 [T cos(tx)
= e ol = 22 ———2dt
fla)=e T /0 a? + 2
et
/+<>O C(;S(tl’) dt — 6_0417‘1.
0 a4t 20

Exercice 6

(1) Soit f une fonction admettant une transformée de Fourier, a € R. Calculer la trans-
formée de Fourier de la fonction g définie par g(t) = f(t)cos(at).
(2) Soit f une fonction paire admetteant une transformée de Fourier. Montrer que

flw)=F(f)w)=2 f(t)coswtdt.

0
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(3) Soit f une fonction impaire admetteant une transformée de Fourier. Montrer que

flw)=F(f)(w)=—2i f(t)sinwtdt.

0

Exercice 7 Soit @ > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie par
f(t) = e, On admettra que [ e "dt = /7.
—at?

La fonction f est paire puisque pour tout x € R on a f(—t) = e~ (=* = ¢=a*  Op a vu
(exercice 6) que si g est une fonction paire

J(w) =F(9)(w) = / Oog(t)e_i“tdt = 2/0 OOg(t) cos(wt)dt

—00

donc
flw) = F(f)(w) = 2/0 e~ cos(wt)dt.

On ne peut pas calculer facilement cette intégrale mais on va pouvoir trouver une ¢quation
différentielle vérifiée par la fonction f En la résolvant, nous pourrons trouver f Mais pour
cela on doit pouvoir calculer la dérivée de f qui pose le probleme d’inversion de la dérivée et de
I'intégrale (et demande donc une convergence uniforme de la fonction de deux variables) i.e on
veut vérifier que 'on p;eut utiliser le théoreme de dérivation pour les intégrales généralisées a
parametre. On a D™ cos(wt) = —te~"sin(wt) et pour tout w € R et tout ¢ € [0+ oo, on a

Oow

|—te= " sin(wt)| < te=**. Or 3¢~ — 0 puisque a > 0 et at> — 400 et pour tout b > 0,
t—+o00 t—+o0

N —at? . —at?
et — 0 d’ou (at?)’e™® — 0 et donc aussi t3¢7*" — 0. Ainsi pour ¢ assez grand
t——+o00 t——+oo t——+oo

t?e~" < 1 donc il existe M > 0 tel que pour ¢ > M on ait 3¢~ < 1 (soit encore te™ < L).
D’apres le théoreme de Riemann en +oo, f AZOO tigdt converge, donc par comparaison (on a des
fonctions positives) | ]\;OO te=9dt converge. Ainsi par comparaison | ]\-14-00| — te " sin(wt)|dt

converge et également f0+°° | — te=" sin(wt)|dt. D’apres le théoréme de dérivation,

+oo —+o00
(9)(w) = 2/0 —te=" sin(wt)dt = /0 —2te™ sin(wt)dt.

Faisons une intégration par parties en posant u(t) = sin(wt) d’ou v/'(t) = wcos(wt) et V' (t) =
—2te=* d’ot v(t) = ée*aﬁ:

~\/ 1 —at? t—+o00 w oo —at? )
(9) (w) = —[e” " sin(wt)],Z;™>° — — e " eos(wt)dt =0—0— —f(w)
a a J 2a
Si on note g = ]?et qu’on écrit les fonctions en la variable ¢ on obtient I’équation différentielle
t
/
) =——
g(t) = —5-g(1)
ol ( t t2 co. _i2 _i2 _ 12
d’ott L% = —o- (pour g # 0) et In|g(t)| = —5- +c. Ainsi g(t) = e 2" = e me® = Ke 4 en

9 —
posan ec K On calcule K:

~ +oo ) ) 400 , Too i
K =g(0) = f(0) = / e et = / e~ dt = / o~V gy

o0 —00 [e.9]
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puisque a > 0. En posant u = ty/a on obtient

+oo
K= %/ e~ dy = \/E
a J_~ a
t2

d’ott f(t) = \/ge_ﬁ ou encore

w2

Fluy = [2e o

Soit a > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie par f(t) = ﬁ a
I’aide des propriétés de la transformation de Fourier et du tableau.

On sait d’aprés le tableau que que F (e~ (w) = a2iflw2 donc on a la fonction f demandée a

droite du tableau, a une constante pres. Si le théoreme d’inversion s’applique a la fonction g
définie par g(t) = e~* on aura

Exercice 8

ot) = = / T Gw)e

—0o0

ou encore

+o0
g(~t) = = / Glw)e“tdw = 2500,

T o e 27
ce qui peut s‘écrire §(t) = 2mg(—t) ce qui permettra de calculer F(a* + ¢*) simplement.
Si g,g € LY(R) et f continue sur R le théoreme s’applique et on a

s =5 [ " Gt

:% N

On a g(t) = e~ et g est continue sur R. La fonction g qui est positive et paire appartient
bien & L'(R) puisque f_Jr;o lealtl|dt = f_Jr;o etldt = 2 f0+oo etldt = 2 f0+°° e dt et puisque pour
t assez grand t?e® < 1 & e < t% et par comparaison avec la fonction de Riemann généralisée
en 400, [>|e?l|dt converge. Puisque [,"|e~|dt = ffoo le®|dt converge donc g € L'(R).

De plus g(w) = % qui est positive est aussi dans L'(R par comparaison avec la fonction de

Riemann .
w

En appliquant le théoréme d’inversion, on a g(w) = 2mg(—w) c'est a dire, F (=225 ) (w) =

e
2me~ =l = 27e—all d’on
1 s
Fl——) (W)= ekl
(a2 + t2) @) a

Remarque: on a d’autres hypotheses pour lesquelles on a la formule d’inversion.

Ainsi si g, ¢/, ¢” sont continues sur R et toutes les trois dans L'(R) on a aussi

o) = 5 [ )

:% N
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Si on prend les conditions g dans L'(R) et C' par morceaux (g dérivable et de dérivée
continue), on a la formule suivante
1 R :
t)=— lim g(w)e™tdw
9(t) 27 R—+o00 _Rg( )

ou
R

lim h(t)dt
R—+o00 _R

est la valeur principale de Cauchy de la fonction h.
Si [T h(t)dt converge, on a RMT ffR h(t)dt = [T2° h(t)dt. Ainsisi g dans L'(R) (donc g
—r+00

existe) et C'! par morceaux et en plus g admet une transformée de Fourier (alors [ _Jr;o g(t)e ™tdt

converge donc [ 27 G(w)e “dw et aussi [ G(w)e™dw ) on retrouve la formule

o(t) = ~ / T Gw)e

2 J_
Exercice 9

(1) Soit a > 0. Calculer la transformée de Fourier de la fonction h définie pour tout ¢ € R
par h(t) = e “U(t) (ot U est la fonction de Heaviside c¢’est-a-dire que U(t) = 1 pour
t >0 et 0 sinon).

La transformée de Fourier de h est
t— o0

N 400 ] +00 ' 6—(a+iw)t 1
) = [ oo = [T e — | £ 0
— 0

o —(a+iw)],.,  a+iw

(voir les exercices précédents pour la justification).
(2) En déduirer les transformées de Fourier des fonctions f et g définies par f(t) = e~
et g(t) = e “U(t) — e™U(t). La transformation de Fourier est linéaire donc

g(w) = F(g)(w) = F(h(t))(w) = F(h(=t))(w)
Remarquons que pour une fonction £ on a

F (k(—1)) (w) = / o k(—t)e ™dt = int ™ k(u)e™"dt = / o~ k(u)e C9%qt = F(k(t))(—w).

[e.e] — 00

Alors . . o
—2iw
9w) (9)(w) a+tiw a—iw a4+ w?
On a déja calculé F(f) dans des exercices précédents. Voici une autre fagon de calculer
la transformée de Fourier de f: On remarque que f(t) = e ®U(t) + e*U(—t). En effet
U(t) = —1 pour t < 0 et 0 sinon. En utilisant la linéarité de la transformation de

Fourier, on a

F@) = FUH W) = F(®)(w) + Fh(=t))(w) = —— 4 —= — 2

a+iw  a—iw a4+ w?

(3) En déduire la valeur des intégrales

+00 400 .
/ cos(wt)dt ot / tsm(wt)dt

12 + a2 12 + 2

o0 o0
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On a déja utilisé l'inversion de la transformation de Fourier de f pour calculer la
premiere intégrale dans l'exercice 4. Pour calculer la deuxieme intégrale, on utilise la
transformée de Fourier inverse avec la fonction g (on suppose que c’est possible). Alors

gw) = [T2G(t)etdt = = [T S ety = L [T St (cos(wt) + isin(wt))dt

27r —00 21 J—oo a?+t? a?+t2
+00 tsin(wt) dt
- 0 a2+t2
+oo t t)
Ainsi f ‘;TJF‘; dt = mg(w).

Exercice 10 Un exemple de calcul du produit de convolution de fonctions grace a la trans-
formation de Fourier. Calculer f * g avec f(t) = m;a? et g(t) = ﬁ avec a,b > 0. Comme
f,9 € L'(R) on obtient en appliquant la transformée de Fourier & f g :

F(f+g)w) = F(f)(w)F(g)(w)
De plus, on a vu (exercices précédents) que pour a > 0 on a F(zr—)(w) = Te=all done

2
T —alwl ™ bl T —(asblw
]-‘(f*g)(w)zae \ \Ee bl |:%6 (a+b)|w|

On a alors presque la transformée de Fourier d’une fonction connue:
mla+b) ©™ _ m(a+0b) 1
F — (a+b)|w| _ F
F*9)lw) === 3¢ ab Fraroe) W
De plus la transformation de Fourier est linéaire donc

Fif e = F (T ) )

ab 2+ (a+b)?

On en conclut que

m(a+b) 1
*g)(t) = .
(o) =T s
Exercice 11 Utilisation de la formule de Parseval.
Calculer O+°o “;ftdt. On voit ici que %{lt correspond a peu de chose pres au carré de la
transformée de Fourier de la fonction triangle ¢;(t) = 1 — |t| pour |t| < 1 d’une fonction

(exprimée en t et non en w). On pense alors & utiliser la formule de Parseval qui donne
oo 1 [Fe 1 [T [4sin®(2)\°
dt = (W) 2dw = — ——22) d
[ wora= 3t [Taera- - [T () W

En posant u = % on a:

R 1 4sm U T sintu 2 [t sin*u
2dt = = du = — / d
/_OO (@x(t) 2 w T 0 ut
Jou(

Ainsi
o sintugy = T [(q(1))2dt = T [ (qi())?dt = 1)2dt = [)(1 — t)%dt
Jo 7 Htdu =5 _ 2 (alt 2 )1 ”fo (q:(2)) o ( )

:wk1—%+ﬁ w[ ﬁ+tﬂ _mu—1+@:§



