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2 Corrections d’exercices
1. EXERCICES LAPLACE

1.1. Exercice 1.Calcul de transformée de Laplace. Représenter et calculer la transformée de
Laplace avec le calcul direct et en utilisant les formules des fonctions suivantes

(1) f(t) =tU(t —2)

Avec le calcul direct on a

L) (s) = /0 e - /2 " ety — (g /2 i

—s s
1 —2s 1 —st1+oo 1 —2s 1 —2s

= ;26 + —_32[6 ]2 = 526 + ?6

St =0 et limy_,, o €5 =0 si Re(s) > 0 puisque s = a+ bi avec a,b € R

et limy_, oo™ =0sia >0 et e ™ est bornée.

car lim; o te”

et efst — efatefzbt

A Taide du tableau, on a L(tU(t))(s) = % donc

L((t—2)U(t —2))(s) =e > L(tU(t))(s) = 6_258—12.
Puisque
fO)y=tU({t —2)=(t—2)U(t —2)+2U(t — 2)

et que la transformée de Laplace est linéaire, on a

L) () = £((t = ULt 2) () + 2L UED) (5) = >

1
+2e7 %=~
52 S

(2) g(t) = (¢ —2)u(t - 2)

On a vu ci-dessus que

L(g())(s) = L{(t — DU~ 2))(s) = e LEUM)(s) =

52

Avec la définition, on a

+00 +o00
Llgt)(s) = L((t—2U(t —2))(s) = / e g(t)dt = / (t —2)e "t

= 0= )R 4 e = 0 L =

(3) h(t) =U(t — 1) —U(t — 3) La fonction h est égale a 1 sur [1,3] et 0 ailleurs donc le
calcul direct donne

L(h(t))(s) = /;oo e *th(t)dt = /13 e *tdt = {ie—st] 3 L (e7% —e)

—S 1 —S

On a, en utilisant la linéarité de la transformée de Laplace

L(h(t))(s) = LWU(E—=1))(s) = LUt = 3))(s) = e "LU(E)(s) —e "LUE))(s) = (e " —e ™)
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(4) k(t) = (t = 2)°U(t - 2)
Par le calcul direct on a, puisque la fonction est égale a t —2 sur [2, +00[ et nulle ailleurs,

L) (s) = /O e th(t)dt = /2 T et — 2)2dt

1 2 [T
=[(t—2) —e "> + —/ e (t —2)dt

S
2 t1+ e t
=0—[_—52(t—2)e 15 +3 i e dt
2 —st]+o00 2 —2s
ZO—[QG I3 = €

D’apres le tableau, on a

L(E(1)(s) = e BLIEUR)(s) = e >

g3

1.2. Exercice 2. Fonction triangle. On considere la fonction causale f définie par
t pour t € [0, 1],
ft)={ —t+2pourte L2

0 sinon.

(1) Démontrer que
F) = tUE) —2(t — DUt — 1) + (t — 2)U(t — 2).

On peut montrer que pour tout t € Rona f(t) = tU(t)—-2(t—1)U(t—1)+(t—2)U(t—2)
et ainsi prendre t dans chaque intervalle et constater I’égalité.

On peut aussi utiliser le fait que pour 0 < a < b la fonction U(t — a) — U(t — b) est
un créneau entre a et b donc fi(t) = t(U(t —0) —U(t — 1)) est la fonction égale a t
sur [0, 1] et nulle ailleurs. De méme, on a fo(t) = (=t +2)(U(t — 1) —U(t — 2)) est la
fonction égale a t sur [1,2[ et nulle ailleurs. Alors f = f; + fo et

fit)= tUE—-0) Ut —1))+ (=t +2)U{t—1) Ut ~-2))
=tUt) + (=2t +2)U(t — 1) + (t —2)U(t — 2))
=tUt)—2(t— 1)Ut — 1)+ (t —2)U(t — 2))

(2) En déduire la transformée de Laplace de f. En utilisant la linéarité de la transformée
de Laplace, on a

L{f(1)(s)

(tUt))(s) = 2L((t — DU = 1))(s) + L((t — 2)U(t — 2))(s)
(tU))(s) —2eSLEUE))(s) + e 2 LEUE))(s)
_ 1—2e % +e %

L
L

=(1—2e5+e 2)L(LU))(s)
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1.3. Exercice 3. Fonction rampe. On considere la fonction
0 pour t < 0,
f(t)y={ 2tpourte [0, 1],
2 pour t > 1.
Calculer la transformée de Laplace

(1) avec la définition on a

— S
1 —s 2 st1l 2 —s
= 2—_36 — ?[6 ]0 + —e
2,2 2-e)
52 52 52

(2) avec le tableau apres avoir décomposé le signal en une combinaison de signaux élémen-
taires (aide: utiliser la fonction U(t) —U(t — 1) est un créneau entre 0 et 1) On procede
comme dans l'exercice précédent

ft)= 2t(Ut) —U{t—1))+2U({t—1)
20U (t) —2(t — DUt — 1)
Ainsi
LOf()(s) =2L@0UE))(s) —2L((t — 1)U —1))(s)
=2L(tU(L))(s) —2e5L(LU(t))(s)
1—e°

52

=21 — e~ L(tUD))(s) = 2

1.4. Exercice 4. Trouver une fonction a partir de sa transformée de Laplace. Trouver la
fonction f telle que

1
1) L =
(1) L) = 5——
On calcul le discriminant de s> — s — 2: A = 9 donc les deux racines réelles de ce
polynome sont % =—1let % =2et

2 —s5—2=(s+1)(s—2).

Ainsi
1 a b

32—5—2:3+1+s—2

avec a,b € R.
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En multipliant 1’équation par (s 4+ 1) et en prenant s = —1 on trouve a = —z. En

multipliant I’équation par (s — 2) et en prenant s = 2 on trouve b = % D’ ou

1 11 11

§2 —s5—2 __§s+1+§3—2
1
Z——E(U() (s

= LUt +

Wl

(U (t)e*)(s)

)+
1
§u<> (s)

Ainsi

) L)) = 5yt

Ici le discriminant de s2 —2s+5est A =44 x5<0. On a

1 1 1
ﬁ(f)(s):s2—2$+5: (s—12—1+5 (s—12+4

d’ou

D’apres le tableau L(sin(2t)U(t))(s) = 5214
L(sin(26)U(t))(s — 1) = ﬁ

Finalement
1

(s—1)2+4
Ainsi grace aux propriétes de la transformée de Laplace on a

%L(sin(%)U(t))(S -1) =

L(F(1))(s) = £(5 sin@U()(s 1) = £(e' S sin(20U(D)(5)
d’ou .
f(t) = et§ sin(2t)U(t).

—2s

e
) L)) = <
On sait que 3= L(eU(t))(s) d’otr, d’apres le tableau,
s
—2s
g = ¢ LU () = LU~ 2)(s)
s+3

(on utilise la formule L(g(t — a))(s) = e *L(g(t))(s) ) Ainsi
ft) = e (t — 2)

1) L)) = i

Le polynome s? + 3s — 4 se factorise sous la forme (s —1)(s+4) (on peut par exemple
remarquer que 1 est racine évidente). De plus le polynome au numérateur est bien de
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degré strictement inférieur au degré du polynoéme au dénominateur donc on peut écrire
directement la décomposition en éléments simples suivante

5s + 10 a b

32+38—4_s—1+s+4

et trouver a (resp. b ) en multipliant Uexpression par (s —1) (resp. (s+4) ) et prenant
s =1 (resp. s = —4). Ainsi
9s + 10 3 2

s2+3s—4 s—1+3-|—4
Puisque L(U(t)e*)(s) = 5 et LU(t)e *)(s) = 5 on a

s+4

LUFO)(s) = o100 = BLUD) () + 2L@U()e)(5) = LEUE + (1)) (5
D’ou
F(t) = 3U(D)e! + U(t)e ™
s—7
(5) L(f)(s) = (5-72+1
On a
L(cos(t)U(t))(s) = 211
donc
s—17
Lleos(OUN (s~ T) = g

L) = oy = £ (Teos(U () (9
d’ou
f(t) = e™cos(t)U(t)
(6) L(f)(s) = m

Ici le discriminant du polynome s* — 6s + 13 est négatif donc on écrit
s —6s+13=(s—3)>—9+13=(s—3)>+4

Alors
s s

2—6s+13 (s—3)2+4

On veut maintenant faire apparaitre du tableau et pour cela on écrit s = s — 3+ 3 (a
cause du s — 3 du dénominateur) d’ou
s B 5s—3 4 3
s2—6s+13 (s—3)2+4 (s—3)2+4
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qui fait apparaitre un terme lié a la transformée de Laplace du cosinus et 'autre a la
transformée de Laplace du sinus. Ainsi

L()(s) =

S

s2 —6s+ 13
s—3 3 2

G312 29 2
(cos(2t)U(t))(s — 3) + §£(sm(2t)2/l(t))(s —3)
( )

cos(2t)U(t) + sin(20)U(t))(s — 3)

(e%cos(2t)U(t) + e sin(20)U(t)) (s)

2

L
L
L

et
F(t) = Meos(20U(1) + ;egtsm(%)L{(t)

1.5. Exercice 5. Méme exercice. Trouver la fonction f telle que

1
L(f)(s) = 2 _25+5
On trouve
f(t) = =e'sin(2)U(t)
En effet

Or L(sintU(t))(s) = —— d'oi

s2+1
. 1 1
L(sin(2t)U(2t))(s) = 2052+ 1
d’ou
t.; 1 !
L(e'sin(2t)U(2t))(s) = 2(=12 41
et

E(%etsm(%)u(%))(s) _ iw
D’ou le résultat puisque U(t) = U(2t).
On peut aussi faire
R T
$2—2s+5 (s—1)24+4 2(s—1)2+4
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1.6. Exercice 6. Résolution d’équations différentielles. Résoudre une équation différentielle

(1) Déterminer a et b tels que
s a b
= +
(s—=1)(s+1) s—1 s+1

En multipliant par s — 1 et en prenant s = 1 on trouve a = % et en multipliant par

s+ 1 et en prenant s = —1 on trouve b = % Ainsi On a
s 11 11
(s—1D)(s+1) 2s—-1 2s+1
(2) En déduire la fonction causale f dont la transformée de Laplace est S
(s—1)(s+1)

ey 1E(U( ) (s = 1) SLUE))(s+1)

= 3L(eU(t))(s) + ( “U(t))(s)

= ﬁ(l eUu(t) + 1e‘W( ))(s)
Donc la fonction causale dont la transformée de Laplace est m est la fonction
seU(t) + e U()

(3) On considere I"équation différentielle
y(t) +y(t) =eU(t), y(0) = 1.

Soit y une fonction causale solution de I’équation dont on suppose qu’elle admet une
transformée de Laplace £(y). Exprimer, en fonction de L(y), la fonction £(y') qui la
transformée de Laplace de la fonction y’

L(y')(s) =sL(y)(s) —y(0) = sL(y)(s) — 1

(4) Démontrer que L(y)(s) = m

En appliquant la transformée de Laplace a ’équation
y(t) +y(t) = eU(t)
on obtient

SL()() — 1+ Ll)(s) = —

-1
Ainsi (s +1)L(y)(s) =1 + -5 = == soit
L(y)(s) =

s
(s—1)(s+1)
(5) En déduire y.

On a y(t) = Le'U(t) + se~U(1).
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2. EXERCICES :DISTRIBUTIONS
2.1. Exercice 1.Distributions régulieres. Soit 1 : R — R définie par
N(z) =1

et soit H la fonction de Heaviside c’est-a-dire la fonction de R dans R définie par

0 siz<0
H(z)=¢ 1 siz=0
I siz>0

Montrer que les distributions régulieres associées a ces deux fonctions sont égales sur |0, +00].

La distribution associée a la fonction H est la distribution T définie pour toute fonction
¢ € D par
+00

+o0
< Ty, >= H(z) - ¢(x)de = /o 1-¢(x)dz.

—0o0
(définition de la distribution associée a une fonction)

La distribution associée a la fonction 1l est la distribution T3 définie pour toute fonction
¢ € D par

+oo
< Ty, ¢ >= / 1-¢(x)dz
Mais les deux distributions Ty et Ty sont égales sur |0, +oo[ car elles coincident pour toute
fonction ¢ € D nulle sur R—]0, +oo[= R™. En effet: pour toute fonction ¢ € D nulle sur
R—]0,4o0c0[=R~ on a

<Ty, ¢ >= /+m1-¢(x)dx:/0+oo1-gb(x)dx =<Ty,¢>.

o0

2.2. Exercice 2.Support d’une distribution. Calculer le support de §, et du peigne de Dirac.
Pour toute fonction de D nulle sur R — {a} =| — o0, a] J]a,= oo[ (c’est bien un ouvert par
réunion de deux ouverts) on a < d,,¢ >= ¢(a) = 0 et c’est le plus grand ouvert sur lequel 4,
est nulle puisque si on prend une fonction ¢ qui n’est pas nulle en a, alors < d,, ¢ >= ¢(a) # 0.
Le support de d, est donc le complémentaire de R — {a} = {a} (c’est bien un fermé).

Le support du peigne de Dirac est Z car si on prend une fonction ¢ qui est nulle R — Z =
Unenlnon + 1], alors < I11,¢ >= Y., #(i)0 c’est le plus grand. (sinon on devrait pouvoir
ajouter au moins un ng € Z mais pour la fonction ¢ égale a 0 partout sauf en ng ou elle est égale
a 1 (et qui appartient bien a Don a < I11,¢ >= ¢(ng) = 1 # 0 donc R — Z = o, n + 1]
est bien le plus grand ouvert sur lequel 17 est nulle et R — (J, .7, n + 1[= Z est le support
de I11.



10 Corrections d’exercices

2.3. Exercice 3. Fonction localement intégrable. Démontrer que la fonction In|z| est locale-
ment intégrable sur R.

Pour montrer que la fonction f définie par f(x) = In|x| est localement intégrable sur R il
faut montrer que pour tout segment [a,b] de R 'intégrale

/ |In|z||dx

est convergente. Il faut différencier les cas ou 0 ¢ [a, b] de ceux ot 0 € [a,b]. En effet si 0 ¢ [a, b]
alors la fonction |f| est continue sur le segment [a,b] (composée de fonctions continues) et

donc intégrable et l'intégrale ff |In |z||dz est convergente (c’est le cas par exemple si 0 < a
[a,b] = [3,3], mais aussi si [a,b]=[-5,-2] ot I'on a f__52 In(—x)dx = f; Inxzdx. On integre aussi
ici une fonction continue sur [2,5] ).

b 0 b
/ |ln|x||dx:/ |1n|:1c||dx—|—/ |In |z||dx
a a 0

et cette intégrale converge si les deux intégrales fao |In |z||dx et fob |In|z||dx convergent.

Si 0 € [a,b] alors on a

Pour v tel que ,b’ < letd <, on a fob]ln]a:de = fob’ ]}n]a:de + fbl,’]ln]a:de. Alors
fob |In |z||dz = fob |Inz|de = lim._ fab |Inz|de = —lim._o f: Inzdr = —lim, [z Inz]? =
=V Inl +lim. ,o(elne) = —'Inb + 0= —b'Inl. Ainsi fob/ |In |z|| converge donc fob | In |z||dz
converge (on a ajouté une intégrale convergente car d’une fonction continue sur le segment

/ 0 o
[b,0']) Le cas ['In|z|dz est similaire.

2.4. Exercice 4. Vérifier quune fonctionnelle est une distribution. Soit la fonctionnelle 7' :
R — C défini par

T(p) =<T,¢ >=¢/(0)
Démontrer que T' est une distribution.
Il faut démontrer que la fonctionnelle T est continue et linéaire.
Soient 1,09 € Det o, € Ron a

<T,ap1 + Pz >= (a1 + B2)'(0) >
mais d’apres la linéarité de la dérivation on a
(o1 + Bpa)' = agply + Bl
t (el 4 55)(0) = ) (0) + Bpy(0) d’on
<T,ap1+ Pps >=a <T,p1 >+ <T,py >
et T est bien linéaire.

Montrons qu’elle est continue: On rappelle qu'une fonctionnelle est continue si et seulement
si pour toute suite (¢, )nen de fonctions de D, si (¢, )nen converge dans D vers ¢ alors la suite
de nombres (< T, ¢, >), converge vers < T', ¢ >.

On consideére donc une suite (¢;,)eny de fonctions de D, si (¢, )nen converge dans D vers ¢
(c’est a dire que les supports des @, sont contenus dans un méme ensemble indépendant de
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n et que (¢),) converge uniformément vers ¢', (¢,,”), converge uniformément vers ¢”, (¢?)
converge uniformément vers (¢?) ... )

Alors | < Ty, > — <T,0 > | =, (0)=¢ (0)] < ||, —¢||oc = 0 quand n — 400 puisque
(¢!,) converge uniformément vers ¢’. Ainsi (< T, ¢, >), converge vers < T, > et T est donc
bien continue.

2.5. Exercice 5. Limite au sens des distributions. On dit que la suite de distributions (7,),
de D’ converge vers la distribution 7" si la suite de nombres complexes (< T,, ¢ >),, tend vers
< T, ¢ > pour toute fonction ¢ € D.

H:{l 81\x|<%

0 sinon

Soit la fonction porte

et on pose g,(x) = nll(nz). Calculer la limite de la suite (7},).

2.6. Exercice 6. Dérivée au sens des distributions. Calculer la dérivée au sens des distribu-
tions de la fonction

(1) f(z) = ||
Soit T" = T la distribution associée a la fonction f c’est a dire que pour toute fonction
o de D on a
+00
<T,p>= f(@)p(z)dx
Alors
<T p>=—<T,¢ >= —f+oof ¢ (x)da = — [T 2]/ (2)dx
—f dx— O+°° ¢ (x )d:c

Or ¢ est dans D donc a support borné et est donc nulle pour = assez petlt donc :Ego(x)
aussi et lim, , o x¢(r) = 0 et [zp(2)]°,, = 0. De fagon similaire [xp(z)]e° = 0. Ainsi
<T p>= :—fo o(z d:p+f0 x)dx
:fi] —1 x p(x d:)s+f0 1 x p(z)dx

La distribution 7" est la distribution associée a la fonction ¢ c’est a dire 7" =T, ol g
définie par

—1 six €] —o00,0]

g(z) = 0 siz=0
1 sinon

On la note aussi la fonction g de la fagon suivante:
9= "1 w0 + Ljo +oo[-
Remarquons que 7" peut-étre la distribution réguliere associé aussi a la fonction

—1 siz €] —o00,0]
ga(x) = a siz=0
1 sinon

pour a € R.
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(2) f(z) = sgn(x) (f(zr) =1 pour x > 0, f(z) = —1 pour z < 0 et f(0) = 0) On procede

de la maniere que ci-dessus: Soit 1" = T la distribution associée a la fonction f; on a
alors pour toute fonction ¢ € D
+oo
<To>= | [

Alors, avec la définition de la dérivée d’une distribution et puisque ¢’ est encore dans
D
<T o> =—<T,¢ >
00 0 00

= — [T f@)¢ (@)de = — [0~ (x)dx — [ ¢ (w)da

= oD — [rp(@))f>

= (0) = limg oo () — limy o0 (2)4 > (0) = 2¢(0)

=2 <y, >
La distribution 7" est donc la distribution dy c’est a dire qu’ici on a un exemple de
dérivée au sens des distributions d’une distribution réguliere qui donne une distribution
singuliere.

2.7. Exercice 7. Calcul d’une distribution. Soit 1 une fonction C*t°.

(1) Déterminer la distribution ).

La distribution produit d’une distribution par une fonction CT est par définition:
pour toute fonction ¢ de D

< Yo, >=< 0,1 >=P(0)p(0) = ¥(0) <4, > .
Ainsi on a I’égalité de distributions

¥ = (0)d

(2) En déduire 90 quand ¢ (z) = x. On a alors quand ¥ (z) = x, ¥§ = 0.



